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1. Zakladni algebraické pojmy

Devatenacté stoleti pfineslo do matematiky pojmy télesa, vektorového prostoru a grupy. Tyto pojmy
patii dodnes k zakladnim stavebnim kamentim matematického jazyka. Jejich zobecnovanim a zjednodu-
Sovanim vznikly mnohé dalsi dulezité pojmy, z nichZz nékteré budeme nyni definovat.

Pologrupa bude pro nds mnozina, feknéme M, spolu s binarni operaci -, ktera spliiuje rovnost a - (b -
- ¢) = (a-b)-c pro véechna a,b,c € M (tj. je asociativni).

Jinymi slovy, pologrupa neni nic jiného nezli dvojice, ktera se sklddd z mnoZiny (napiiklad M)
a z bindrni operace na M (tedy zobrazeni M x M — M). Pokud chceme pologrupu néjak oznadit,
feknéme S, pouzivame zapisu S = M(-). Casto se vSak pouziva pro oznaceni pologrupy i jeji nosné
mnoziny stejného pismene a piSe se naptiklad M = M (-). Takovy zapis je formalné sice diskutabilni, le¢
hojné rozsireny.

Monoid M(-,1) je ddn mnozinou M, bindrni operaci - a konstantou 1 € M, pro které plati, Ze

(i) operace - je asociativni (takze M(-) je pologrupa),

(i) a-1=a=1"a je splnéno pro vSechna a € M (¥ikdme, ze 1 je neutrdlni prvek operace -).

Grupa G(-,71,1) je ddna mnozinou G, binarn{ operaci -, unarni operaci ~! a konstantou 1 € G, pro
které plati, ze

(i) operace - je asociativn{ a 1 je neutralni prvek (takze G(-,1) je monoid),

(ii) a-a=! =1 =a"1a je splnéno pro viechna a € M (fikdme, %e a~! je prvek inverzni viici prvku a).

Okruh R(+,-,—,0,1) je ddn mnozinou R, bindrnimi operacemi + a -, unarni operaci — a konstantami
0,1 € R, pro které plati, ze

(i) R(+,—,0) je grupa, pfi¢emz bindrni operace + je komutativni (tedy plati a + b = b + a pro
v8echna a,b € R),

(ii) R(-,1) je monoid,

(iii)a-(b+c)=(a-b)+(a-c)a(b+c¢)-a=(b-a)+ (c-a) je splnéno pro viechna a,b,c € R (plati
levy a pravy distributivni zdkon).

Téleso T(+,+,—,0,1) je okruh, ktery navic spliiuje tyto dvé podminky:

(i) prvky 0 €T al €T jsou riuzné,

(ii) pro vSechna a € T rizné od 0 lze nalézt inverzni prvek (tedy pro vSechna a € T, a # 0, existuje
beT takové, ze jea-b=1=0b-a).

Modulem A nad okruhem R se rozumi grupa A(+, —, 0) spolu s operaci skaldrniho ndsobeni Rx A — A
(tu budeme znacit rovnéz -), ktera splituje podminky

(i) a+b=>b+ a pro viechna a,b e A,

(ii) r-(a+b)=(r-a)+ (r-b) pro véechnar € Raa,b € A,

(i) - (s-a) = (r-s)-a pro vechnar,s € Raa € A,

(iv) (r+s)-a=(r-a)+ (s-a) pro véechnar,s € Raa € A,

(v) 1-a=a pro viechna a € A.

Uvedenou algebraickou strukturu bychom piesnéji méli nazyvat levy modul nad R. Nékdy se skalarni
nasobeni pise zprava, a pak se hovoii o pravém modulu nad R.

Modul nad télesem se nazyva vektorovy prostor.

Pokud je bindrni operace nasobeni (operace -) komutativni (plati a - b = b - a pro vSechna a,b),
tak hovofime o komutativni pologrupé (monoidu, grupé, okruhu, télesu). Pracujeme-li pouze s jednou
asociativni operaci, a ta je komutativni, pouzivame vétsinou pro vyjadieni této operace symbol s¢itani +.
Nekomutativni operace se oznacuji + jen velmi zfidka. PFi aditivnim zapisu se inverzni prvky obvykle
nazyvaji prvky opacéné. Komutativni grupa v aditivni notaci se obvykle nazyva Abelova.

Je samoziejmé, ze pro dobré porozuméni uvedenym pojmim je vhodné se seznamit s vétsim poctem
konkrétnich ptikladt. Postupné budeme takové piiklady uvadét, avsak diive nez k tomu piistoupime,
uvedeme nékolik jednoduchych vlastnosti binarnich operaci.

At - je binarni operace na mnoziné M.

Prvek e € M se nazyvé zleva neutrdini (nebo levou jednotkou), jestlize pro vSechna a € M plati
e-a = a. Prvek f € M se nazyva zprava neutrdlni (nebo pravou jednotkou), jestlize pro vSechna a € M
platia- f = a.

1.1 Lemma. Je-li e € M zleva neutralni a f € M zprava neutralni, tak e = f.

Dikaz. Plati f=e-f=e. O



Prvek e € M se nazyva neutrdlni (jednotka), jestlize je souCasné zleva i zprava neutralni. (Pojem
neutralniho prvku je zminén jiz u definice monoidu, zde vSak nutné nepredpokladame asociativni operaci.)

1.2 Disledek. Ke kazdé binarni operaci Ize nalézt nanejvys jeden neutralni prvek. O

At 1 je neutralni prvek bindrni operace - na M.

Prvek a € M se nazyva zleva invertibilni, jestlize existuje prvek b € M, ktery spliiuje b-a = 1.
Kazdy takovy prvek b se nazyva zleva inverzni (viéi a). Obdobné definujeme zprava invertibilni a zprava
nverzni.

Prvek a € M se nazyva invertibilni, jestlize existuje b € M, které spliuje b-a = 1 = a - b. Pfitom
kazdy takovy prvek b se nazyva inverzni (vici a).

1.3 Lemma. At M(-,1) je monoid a a € M. Jsou-li b,c € M takové, ze plati 1 = b-a = a - ¢, tak je
b=c.

Dikaz. Madmeb=0b-1=b-(a-¢)=(b-a)-c=1-c=c. O
1.4 Dusledek. V kazdém monoidu ma kazdy prvek nanejvys jeden prvek inverzni. O

Vratme se nyni k definici monoidu a k definici grupy. Mluvime-li o monoidu M (-, 1), mize se zdat
zbytecné, Ze v zavorkach vyslovné uvadime neutralni prvek 1, ktery, jak vime z Lemmatu 1.1, je urcen
jednozna¢éné danou binarni operaci. Z¥ejmé je pravda, ze binarn{ operace grupy G(-, ~*, 1) jednozna¢nym
zpisobem urcéuje jak neutralni prvek 1, tak inverzni prvky a !, kde a € G (viz 1.4). Mohli bychom tedy
mluvit pouze o grupé G(-). Nékdy se tak skutedné ¢ini, jsou vSak vazné divody pro to, aby se grupa (¢&i
monoid) definovaly ndmi uvedenym zptisobem. V dalsich kapitolach tyto davody podrobnéji vysvétlime.
Nicméné jde o diivody formalni, a pokud si jich jsme védomi, neni tfeba se timto rozdilem prilis zatézovat.
Podle potieby pak mutzeme povazovat pologrupu s neutrdlnim prvkem za monoid, a monoid, jehoz
vSechny prvky jsou invertibilni, za grupu.

Je-li T téleso, tak mnoZina vSech jeho nenulovych prvka se ¢asto oznacuje T*. Pro kazdé a € T*
existuje jednozna¢né uréeny inverzni prvek a=!, a T%(-, 1, 1) je grupa.

1.5 Lemma. At M(-,1) je monoid a at a,b,c,d € M jsou takové, Ze c je zleva inverzni vii¢i a a d zleva
inverzni viici b. Potom je dc zleva inverzni viici ab.

Diikaz. Stadi ovéfit, ze (de)(ab) = d(ca)pb=d-1-b=db=1. O
1.6 Dusledek. At G(-,71,1) je grupa a at a,b € G. Potom (ab)~! = b=ta=1. O

1.7 Lemma. At R = R(+,+,—,0,1) je okruh. Pak pro libovolné a,b € R plati a-0 = 0-a = 0,
(—a)b = —(ab) = a(—b) a (—a)(—b) = ab.

Dikaz. Za-0=a-(04+0)=a-0+a-0 plyne a-0 = 0, nebot k obéma strandm lze pfi¢ist —(a - 0).
Podobné mame 0-a =0,atedy 0 =0-b = (a+ (—a))-b=a-b+ (—a) b Odsud (—a)b = —(abd),
a podobné —(ab) = a(—b). Kone¢né ab = —(—ab) = —(a(-b)) = (—a)(-b). O

V okruzich je zvykem psat a — b namisto a + (—b). Mezi dalsi bé&zn4a pravidla pro zjednoduseni zapisu
patfi, Ze symbol nasobeni - se ¢asto vynechava, a ze pfi zapisu zavorek se pouzivaji obvyklé vztahy
precedence.



2. Monoidové okruhy a nékteré dalsi zakladni konstrukce

Budeme se zabyvat zejména grupami, okruhy a ¢astecné také moduly. Nejprve pripomeneme nékolik
dobfe znémych algebraick}'fch struktur a pak zminime nékteré konstrukce jez umoiﬁuji konstruovat
vyskytuji jako podobjekty nebo kvomentm objekty zde uvedenych konstrukci. Uvaham o podobjektech
a kvocientnich objektech se budeme vénovat ale az pozdéji.

At je Q néjakd mnozina. Identické zobrazeni x — x mnoziny §2 na sebe budeme znacit idg. MnoZina
v8ech zobrazeni Q — Q tvoti transformaéni monoid Tq = Ta(o,idq) a mnozina vSech bijektivnich zobra-
zeni Q — Q tvoii symetrickou grupu Sq = Sq(o, 7!, idg). (P¥itom operace o znaéi skladani zobrazeni;
klademe (f o g)(z) = f(g(x)), takze skladdme zprava doleva.)

Grupa, monoid nebo okruh se nazyvaji trividlni, pokud maji jediny prvek. Nejzakladnéjsim netrivial-
nim komutativnim monoidem je monoid vSech nezapornych ¢isel Ny (+,0), kde Ny = {0,1,2,...}. Déle
plati, ze Z(+,—,0),kde Z ={...,—2,-1,0,1,2,...}, je Abelovou grupou.

Racionélni ¢isla Q, realné ¢isla R a komplexni éisla C jsou pfiklady komutativnich téles. Kazdé téleso
T(+,-,—,0,1) poskytuje jednak Abelovou grupu T'(+, —, 0), jednak multiplikativni grupu T*(-, =1, 1).

Nz

Kazde téleso je okruhem, mnohé okruhy vsak telesem nejsou. Nejjednodussim takovym prlkladem je
okruh celych ¢isel Z(+, -, —,0,1).

At R je néjaky okruh (lze si piedstavovat tfeba Z nebo R). Pak R[[z]] bude zna¢it mnozinu vsech
(formélnich) mocninnych fad. Kazdd posloupnost a;,7 > 0, prvki z R urcuje pravé jednu mocninnou
fadu > a;z%. Dvé mocninné fady a = > a;xt a b = bz lze séitat, a + b = > (a; + b;)z*, a nasobit,
a-b=> cpz®, kde ¢, = Zi+j:k a; - b; pro véechna k > 0. Kazdy prvek r € R lze ztotoznit s mocninnou
fadour-2°+0-2' +0-22+0-2% + ..., takze R miZeme povaZovat za podmnozinu R|[z]]. Je zFejmé,
ze 0 € R je neutralnim prvkem pro séitani a 1 € R je neutralnim prvkem pro nasobeni. Ovéfime znamy
fakt:

2.1 Lemma. Nésobeni v R[[z]] je asociativni.

Dikaz. At je a = Y a;x', b = Y. bja? ac = Y cpa®. Pak (a-b)-c = (ZT(ZHJ ralb])xr) .
(pat®) =32, ( r+k=m ( itj=r @ )Ck)xm =>m (Zz‘+j+k:m aibjck)xm =
S (Dm0 ( Zyacs bicr ) )2 ( aia') - (2, (Sjpnms bien)z*) = a- (b-0). 0
Ke kazdé mocninné fadé a = ) a;z’ definujeme —a = Y7(—a;)z’. Pak je zjevné R[[ ]] Abelovou
grupou viéi (+, —,0) a monoidem vidi (-,1). Proa =Y a;a’, b= bzl ac= c;zl jea-(b+c) =
=SSyt ) = Ty (S its) + (Susyn ) ) = S (Sosyp iy ) +
+ > (Zi-ﬁ-j:k aicj)zk = (a-b) + (a - c). Podobné obdrzime (b +¢)-a = (b-a)+ (¢ a). Dokdzali
jsme:

2.2 Tvrzeni. Bud R okruh. Potom mnozina vech mocninnych fad R|[xz]] spolu s vyse definovanymi
operacemi tvori okruh. O

Mocninnd fada a = Y a;x € R[[x]] se nazyva polynomem (nad R), jestliZe existuje k > —1, zZe
a; = 0 pro vSechna i > k. Nejmensi takové k se nazyva stuper polynomu a znaci se deg a. MnozZina vSech
polynomu nad R se znaéi R[z].

2.3 Lemma. At a, b jsou polynomy nad okruhem R. Pak a + b i a-b jsou rovnéz polynomy a plati
deg(a + b) < max{dega,degb}, a deg(a - b) < dega + degb.

Diikaz. At a = Y a;* a b = Y bjkI. Prva nerovnost je zfejma. Méjme a - b = > cpa®. Je-li
k > dega +degb, i > 0,5 > 0 a i+ j =k, tak je nutné ¢ > dega nebo j > degb, a tedy a;b; =
=0ac,=0. O

Z Lemmatu 2.3 plyne, Ze soucet polynomi je polynom a nasobek polynomi je také polynom, takze
R[z] je rovnéZz okruh. Pfitom M = {z%;i > 0} je podmnoZinou R|[x], ktera je uzaviena na nasobeni. Tato
mnozina je vlastné monoid s neutralnim prvkem x° = 1, a kazdy prvek R[z] lze chapat jako Y e GmMm,
kde a.,, # 0 jen pro koneéné mnoho m € M. S¢itani a ndsobeni pfi tomto zapisu lze vyjadiit takto:

( > amm> + < > bmm> = Y (am +bm)m

meM meM meM



(Zem) (Som) =2 (2 o)

Af je nyni M = M (-,1) libovolny monoid, a at je R = R(+, -, —,0,1) opét okruh. Pokud budeme chtit
odlisit jednotky v M a R, budeme psat 1p; a 1. Polozme RM = {}°  _\ a@mm; am € R a ay # 0
jen pro kone¢né mnoho m € M} a definujme na RM séitdni a nasobeni vySe uvedenymi vzorci. Pro
a=>Y amm € RM at dile —a = > (—a;,)m.

Zastavme se na chvili u podvojného vyznamu séitani v definici monoidového okruhu. Na jednu stranu
fikdme, Ze monoidovy okruh RM je tvofen vSemi moZnymi soucty s koneénym nosi¢em (jen konecné
mnoho séitanct je nenulovych), na druhou stranu na téchto sou¢tech definujeme operaci s¢itani. Neni to
samoziejmé nic neobvyklého, bez néjakého hlubstho uvazovani napiiklad piseme (22 +3x+2)+ (z+5) =
= 22 +4x+7, aniz bychom ptemysleli, které plus je konstitutivni (vytvaii prvek Z[z]) a které je operativni
(vyjadfuje operaci). Pfirozené je kazdé plus vnimat jako naznacenou operaci. Jenze pak miZzeme mit
potize, jak vibec popsat mnozinu polynomt. Jisté, je tady alternativni zpisob, jak definovat polynomy
— misto o forméalnich souétech bychom mohli hovofit o zobrazenich Ny — R, ktera maji kone¢ny nosic¢
(to jest jen koneéné mnoho ¢&isel ma nenulovou hodnotu v R). Pfi takovém pojeti je naptiklad 2 + 3z + 2
reprezentovano zobrazenim a: Ny — R, kde a(0) = 2, a(1) = 3, a(2) = 1 a a(i) = 0 pro kazdé i > 3.
Stejné bychom mohli definovat RM — ne jako mnozinu vSech formélnich souctt > a,,m s konednym
nosicem, ale jako mnozinu vsech zobrazeni a: M — R s kone¢nym nosi¢em. Vyhodou takové definice je,
Ze neni tfeba zv1ast upozornovat na komutativitu forméalnich souc¢tt (dva formalni soucty povazujeme za
shodné, jsou-li napsany v jiném pofadi — napiiklad 2 + 3z + 22 je totéz co 22 + 3z + 2), nevyhodou je
odtrzenost od obvyklého zpiisobu zapisu.

Bézné se mezi operativnim a konstitutivnim plus nerozlisuje. Ve zbytku této kapitoly to vSak ucinime,
abychom se zbavili pochybnosti o tom, v jakém vyznamu je to které sc¢itani pouzito. Konstitutivni
scitdni budeme znacit © a RM ztotoznime s mnozinou {€P,,cp; rm™m;7™m € R am € M,ry, # Or jen
pro kone¢né mnoho m € M}. Piitom € r,,m se shoduje s € s,,m, jestlize jednu (forméln{) sumu mohu
obdrzet z druhé zdménou pofadi a pridavanim ¢i vypousténim c¢lent s nulovym koeficientem.

Nase vychozi definice tedy jsou
(D, anm) + (@, burm) = @, (s + b)m a
(B, amm) - (B, bnn) = By, (., ambn)k.

Uvedeme nyni s komentafem nékolik jednoduchych vztahi.

i) @, amm=>,, ampm.

Tento vztah fika, ze kazdy prvek RM lze ziskat souctem prvki, které maji nejvyse jeden koeficient
nenulovy.

(ii)) (am) - (bn) = (ab)(mn)

Je-li totiz v kazdém ciniteli nejvyse jeden nenulovy koeficient, je v soucinu nanejvys jeden scitanec
s nenulovym koeficientem.

Z (ii) vyplyva, ze kdyz ztotoznime kazdy prvek r € R s rly;, stane se R ¢asti RM (je totiz (rlp) +
(slar) = (r+8)lar a (rlar) - (slar) = (r- 8)1pr). Snadno nyni nahlédneme, Ze Orpr = Orlas je neutralni
prvek pro s¢itdni a 1za = 1g1as je neutralni prvek ndsobeni. Okamzité rovnéz vidime, Ze je a + (—a) =
0 pro vsechna a € M.

(iii) (B, amm) - (B, bun) = 3, 1 (@mbn)(m - ).

Tento vztah ziskdme z definice pomoci (i), nebot pro kazdé k € M je
(Zk:m~n a’mbn)k = Zk:mn(a’mbn)k = Zk:mn(a’mbn)(m : n)

a zbytek plyne z asociativity séitani.
(iv) Mé&jme a = @ amm, b= P bynac = @ cpk. Pak a-(b+c) = (a-b)+(a-c) a (b+c)-a = (b-a)+(c-a).
Staci ovétit pouze prvy z obou distributivnich zakont. Podle (iii) mame a-(b+c) = >, (am-(bn+cy))
a-

(m-n)=>(am bn+am-c,)(m-n)= Zm,n(ambn)(m n)Jer n(@m -cp)(m-n) = Tl? +a-c. Podobné
ovéfime (a+b)-c=a-c+b-c.

2.4 Lemma. Nasobeni v RM je asociativni.

Dikaz. At a = @anm, b = @ban a c = Pexk. Pak (a-b) - c = (32, (am - bp)(m - n))-c
= 2ommk(@mbncr)(m-n-k) = a- (3, x buck)(n - k) = a- (b-c).

2.5 Dusledek. RM spolu s vyse definovanymi operacemi tvoii okruh.

o al
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Pozorovali jsme, ze konstrukce monoidového okruhu RM v sobé zahrnuji i konstrukci okruhu poly-
nomt. Velkého uplatnéni dosly grupové okruhy, kdy na misté monoidu je grupa.

Z okruhu R lze rovnéz odvodit pro kazdé n > 1 maticovy okruh M, (R). Jeho prvky jsou matice
(aij), 1 < 4,5 < n, kde a;; jsou prvky R. Nulou je nulovd matice, jednotkou diagondlni jednotkova
matice, opaény prvek je definovan vztahem (a;;) = (—ai;), s¢itdni vztahem (a;;) + (bij) = (ai; + bij)
a ndsobeni vztahem (a;;) - (bjr) = (3_; aijbjk).



3. Podgrupy a jiné podstruktury

V definicich dosud uvedenych algebraickych struktur se vyskytuji bindrni a unarni operace a konstanty.
Obecné je n-drni operace, n > 0, na mnoziné A zobrazeni z A" do A. Pfitom A° se definuje jako
jednoprvkovd mnoZina {}}, a to pro kazdou mnozinu A (k takové definici jsou dobré divody, nebot
A™ lze interpretovat jako mnoZinu vSech zobrazeni mnoZiny {1,2,...,n} do A), takZe nuldrni operace
je vlastné zobrazeni jednoho prvku (to jest ) do A, ¢ili vybrani prvku z A. Uvaddime-li pfi definici
algebraické struktury néjakou konstantu, mizeme tedy tuto konstantu povazovat za nuldrni operaci.

Je-li a néjaka n-arni operace na mnoziné A, n > 0, tak o B C A fekneme, Ze je uzaviend na «, pokud
pro v8echna by,...,b, € B plati a(bi,...,b,) € B. Je-li A n&jakd algebraickd struktura (pologrupa,
monoid, grupa, okruh, modul nebo vektorovy prostor), tak B C A je podstruktura této struktury (pod-
pologrupa, podmonoid, podgrupa, podokruh, podmodul, vektorovy podprostor), jestlize B je uzaviena na
vS8echny operace, které se vyskytuji v definici dané struktury.

Tak naptiklad N = {1,2,3,...} je podpologrupa pologrupy Ny (+), ale N neni podmonoidem monoidu
No(+,0) (mnozina N totiz neobsahuje 0, takze neni uzaviena na nuldrni operaci 0).

Déle Ny je podmonoidem Z(+,0), ale Ny neni podgrupou Abelovy grupy Z(+,—,0). Podgrupou
Z(+,—,0) je ovSem mnozina vSech sudych ¢isel 2Z. Pfitom 2Z je podpologrupou Z(-), ale 2Z neni
podmonoid Z(-,1).

U téles je situace trochu odli$na, nebot inverzni operace ~! je definovana pouze pro nenulové hodnoty.
Rikame, 7e S C T je podtéleso télesa T, jestlize S je podokruh okruhu 7" a pro viechna a € S, a # 0, je
a~tes.

Téleso raciondlnich ¢isel Q je podtélesem R a R je podtéleso C. Déle plati, ze Z = Z(+,-,—,0,1) je
podokruh Q, ale Z neni podtéleso Q.

Je-li R okruh, tak okruh polynomt R[z] je podokruhem okruhu formalnich mocninnych fad R[[zﬂ
(viz kapitola 2).

Je-li M modul nad R, tak N C M je podmodul, jestlize N je podgrupa (tedy N je uzavieno na +,
— a 0) a je uzavieno na skaldrni nasobeni. Tuto skute¢nost 1ze uzit v souladu s nasi obecnou definici,
jestlize na M hledim jako na Abelovu grupu, na které je definovano tolik unarnich operaci, kolik ma
okruh R prvki (¢ili na M muze byt definovino nekoneéné mnoho unarnich operaci — u levych modula
mé kazda takova operace tvar a — ra pro néjaké r € R).

Pokud mluvime o néjaké algebraické podstruktufe B struktury A (o podpologrupé, podmonoidu,
atd.), pfedpoklddame, 7e B ozna¢uje podmnozinu mnoziny A spolu se vSemi operacemi, které ziskdme
z(Zenim operaci z mnoZiny A na tuto podmnozinu. Je tedy korektnéjsi uvadét, ze podmonoidem Z(+,0)
je No(+,0), nikoliv pouze Ny. Pokud ale nehrozi nedorozuméni, tak se obvykle dava pfednost kratsimu,
byt diskutabilnimu, zapisu.

Ve zbytku této kapitoly se zaméfime na ekvivalence spojené s podgrupami dané grupy.

Pripomenme, Ze ekvivalence, feknéme p, na mnoziné A je relace, ktera je reflexivni, symetricka a tran-
zitivni (tedy pro vSechna a,b,c € A plati apa, déle apb = bpa a apb,bpc = apc).

Je-li p ekvivalence na A, tak pro kazdé a € A klademe [a], = {b € A;apb}. Z vlastnosti ekvivalence
plyne, Ze je jednak A = (J([a],;a € A), jednak pro vSechna a,b € A plati [a], N [b], # 0 < [a], =
= [b], <= apb. Kazda mnozina [a], se nazyva blok ekvivalence p, a mnozinu vsech bloki {[a],;a € A}
ozna¢ime A/p. Budeme potiebovat toto jednoduché lemma:

3.1 Lemma. At )\ je ekvivalence na A, p relace na B, ¢: A — B bijektivni zobrazeni, a at pro viechna
a,b € A plati
arb <= p(a)pp(b).

Potom p je ekvivalence na B, [p(a)], = ¢([a]x) pro kazdé a € A, a [a]x — [p(a)], je korektné definované
zobrazeni A/ — B/p. Toto zobrazeni je bijektivni.

Dikaz. Kazdé ¢ € B lze jedinym zpusobem zapsat jako p(a),a € A. Proto z ala plyne cpe, a podobné se
snadno ovéfi, Ze p je i symetrickd a tranzitivni relace. P¥itom d = ¢(b) padne do [c], = [¢(a)], pravé kdyz
je dpc, ¢ili pravé kdyz bAa, neboli b € [a]x. Proto vskutku je [p(a)], = ¢([a]r). To znamena, ze pro aAb je
[p(a)], = [p(b)],, takze zobrazeni ®: A/X — B/p, které zobrazuje [a]x na [¢(a)],, je korektné definované
(jinymi slovy hodnota ®([a]y) vskutku zdvisi pouze na bloku [a]y, nikoliv na volbé reprezentanta tohoto
bloku).

Polozime-li ¢ = =1, tak plati cpd <= 1(c)\)(d), takze podobné miizeme zkonstruovat zobrazeni
U: B/p — A/, které zobrazuje [c], na [¢)(c)]x. Zbyva ovéfit, ze ¥ a ® jsou vzajemné inverzni. To je viak
snadné, nebof ¥®([a]x) = [¢Y¢(a)|x = [a]r pro vSechna a € A, a ®¥([c],) = [c], pro vSechna c € B. O
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Je-li G grupa a A, B jsou jeji podmnoziny, tak klademe AB = {ab;a € A ab € B}. Jsou-li a,b prvky G,
tak misto {a} B piSeme téz aB a misto A{b} piseme téz Ab. Zapisu A~! pouzivame pro oznac¢eni mnoziny
{a=;a € A}.

UvaZme nyni néjakou grupu G a jeji podgrupu H. Definujme relace A a p na G tak, ze pro a,b € G je
ab <= a"'bc Haapb <= ab~ ! € H.

3.2 Lemma. Relace \ je ekvivalence na G a pro kazdé a € G plati [a]x = aH.

Diikaz. Méjme a,b,c € G. Z 1 € H plyne a)a. Je-li a\b, tak padne a='b do H, a tedy i (a=1b)~! =
= b~la € H. Proto a)\b implikuje bha. Z adb a bAc, coZ znamend a~'b € H a b~ 'c € H, dostavame
(a='b) - (b~lc) = a~lc € H, takZe je alc. Dokézali jsme, Ze \ je ekvivalence. Je-li b € [a], tak je b rovno
a- (a~'b) € aH. Naopak pro b = ah, h € H, je jisté a)\b, a tedy b € [a] . Dokézali jsme [a]) = aH. O

3.3 Lemma. Proa,bc G plati a\b pravé kdyz je a=*pb~! .
Diikaz. Méme a\b <= a~'b=0a"'(b71)"' € H = a 1pb~ L. O

Ozna¢me nyni na chvili zobrazeni a — a~! jako ¢. Je v:G — G a ¢? = idg, takie ¢ je nutné
bijekce. Podle 3.3 a 3.1 mizeme z 3.2 odvodit, Ze relace p je ekvivalence a pro kazdé a € G plati [a], =
= [p(p(a)], = e([p(a)lx) = (a™*H)™' = (H ')a = Ha. Vlastnosti relace p lze samozfejmé odvodit
pfimo, stejnym postupem jako v 3.2, bez uziti 3.1. Co ndm ale poskytuje 3.1 dulezitého, je bijekce G/
a G/p, kterd je ddna (naptiklad) zobrazenim aH +— Ha~!.

Spoleénd mohutnost mnozin A/\ a A/p se nazyva index podgrupy H (v grupé G) a znadi se |G:H]|.

Bloky [a]x = aH se nazyvaji levé (rozkladové) tridy H v G a bloky [a], = Ha se nazyvaji pravé
(rozkladové) tridy H v G.

Pro kazdé a € G definujeme zobrazeni L,: G — G a R,: G — G tak, 7e Lo(b) = a-ba R,(b) = b-a, pro
kazdé b € G. Zobrazeni L, se nazyva levd translace prvku a, zobrazeni R, je pravd translace prvku a.

3.4 Lemma. Zobrazeni L, i R, jsou permutace G.

Diikaz. Dokazme, napiiklad, ze L, je permutace. Pro kazdé b € G je L,L,-1(b) = a(a™1b) = b =
=a Yab) = Ly-1L4(b) takie L,L,—1 = idg = Ly-1L,, a odsud plyne L, = (L,)~?!, takze L, musi
byt permutace. O

Protoze aH = L,(H) a L, je bijekce, tak vidime, ze leva rozkladova t¥ida aH m4 pro kazdé a € G
stejnou mohutnost jako H.

Mohutnost grupy je zvykem nazyvat 7ad a znaéit |G|, |H| apod.

Vidime, ze v ekvivalenci A je |G:H| bloki, a kazdy z téchto blokd mé mohutnost |H|. Proto fad
grupy G musi byt roven |G:H| - |H|. Tento vztah je znam jako

3.5 Lagrangeova véta. Pro kazdou podgrupu H grupy G plati |G| = |H| - |G:H|.
3.6 Dusledek. At G je konecnd grupa a H jeji podgrupa. Pak |H| déli |G)|. O

3.7 Tvrzeni. Bud G grupa a H jeji podgrupa. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) ghg™' € H prokazdéhe H ag € G,
(ii) gH = Hg pro kazdé g € G.

Diikaz. Prvou podminku lze zapsat téz jako gHg~! C H pro viechna g € G. JelikoZ g probiha vSechna,
g € G, plati tedy i g ' Hg C H, coz viak dava H C gHg !, takZe prva podminka je ekvivalentni vztahu
gHg™! = H, coz lze zapsat téz jako gH = Hg, pro viechna g € G. O

Podgrupa H grupy G se nazyva normdlni, jestlize spliiuje podminky Tvrzeni 3.7. Vidime, ze H je
normalni, pravé kdyz ekvivalence A a p splyvaji.



4. Kvocientni struktury

Na zéakladni skole se déti u¢i zlomky. To budeme také délat, ale o néco pozdéji. Zatim si ze zlomku
vypUjéime jenom tu nesamoziejmou zkuSenost, ze jeden a tyz prvek mize mit vice jmen (napiiklad %,
% Ci :—};) Nékdy se d4 rozhodnout, které z téch jmen je nejlepsi (a tak je tomu i u béznych ¢&iselnych
zlomkl), ale lze si pfedstavit i takové systémy, kde chybi kritérium, podle kterého lze vybrat z mnoha
moznych oznaceni to, jez by bylo néjak nejlepsi. V takové situaci se da postupovat tak, Zze nebudeme
trvat na néjakém kanonickém zapisu, ale prosté prohlasime vSechna vyjadfeni za stejné dobra. Prvkem
v dané struktufe pak nebude néjaky privilegovany zapis (napiiklad %), ale mnozina vSech pripustnych
zapisi (tedy {. .. :—g,:—g,%,%,. ..}). U racionélnich ¢isel tedy uvazujeme vSechny jejich zépisy celo¢iselnymi
zlomky, coz Ize pokladat za mnozinu dvojic Z x Z#, kde Z# = Z\ {0}, a tuto mnozinu rozdélime do
tfid, kde dvojice (r, s) a (u,v) padnou do téze t¥idy pravé kdyz rv = su.

Konstrukce podobného typu jsou v matematice zasadniho vyznamu. V mnoha pfipadech spoc¢iva nej-
efektivnéjsi zpuisob konstrukce néjaké struktury v tom, Ze nejprve zkonstruujeme strukturu volnéjsi, ve
které je snaz$i dévat jména (tedy je snazsi pfesné popsat prvky takové struktury), a z této volnéjsi
struktury dostaneme strukturu novou ztotoznénim nékterych jmen. Ztotoznénim pak minime, Ze volnéjsi
strukturu rozdélime do tiid podle néjaké ekvivalence a za prvky nové struktury povazujeme bloky této
ekvivalence. Pritom kazda tfida této ekvivalence je urcena svym libovolnym reprezentantem, takze je
tfeba myslenkové zvladnout pfechod mezi ekvivalenénimi t¥idami (bloky) a jejich reprezentanty. Napii-
klad ¢asto se néjaké zobrazeni nebo operace tykajici se struktury tvorené bloky dané ekvivalence definuje
pomoci reprezentantt téchto blokd. Pritom se obvykle musi ovérit, Ze tato definice je korekini — tedy,
Ze hodnota zobrazeni nebo vysledek operace bude stejny, jestlize néjaky reprezentant urcitého bloku je
nahrazen reprezentantem téhoz bloku.

Nova struktura definovana pomoci ekvivalence z volnéjsi struktury se nazyva jejim kvocientem. Ucel-

vvvvv

vevs

prenést z volnéjsi struktury (kde se tfeba tyto vlastnosti sndze ovéfuji a operace snize definuji). V této
kapitole se budeme zejména zabyvat pfenosem operaci na kvocientni struktury. (Kvocientnim strukturam
se k4 také faktorstruktury, takze — jinymi slovy — nasim tématem je faktorizace operaci.)

Af « je n-arni operace na mnoziné A, n > 0, a at p je ekvivalence na A. Pfevést operaci a na A/p je
zjevné mozné jenom tehdy, jestlize ,blok vysledku operace zavisi pouze na blocich argumenta®.

Tuto vlastnost nyni symbolicky popiSeme a pojmenujeme. Ekvivalence p se nazyva slucitelnd s operaci
«, jestlize pro vSechna ay,...,a, € A a pro vSechna by,...,b, € A z ai1pb,...,a,pb, plyne a(aq,...
ooy ap)palby, .. by).

Je-li p sluditelné s «, definujeme operaci o na A/p (pfitom pro lepsi srozumitelnost pouzijeme oznaceni
@4/, @ aa) pro véechna ay, ..., a, € A takto: ayy,([a1]p, .-, [an]p) = [@a(ar, ..., an)l,.

4.1 Lemma. Je-li a operace na A a p ekvivalence na A, ktera je slucitelna s «, tak vyse uvedeny vztah
poskytuje korektni definici operace o na A/p.

Dikaz. Af Ai,..., A, jsou bloky p, pficemz je a; € A1,...,an, € Ay a by € Ay,...,b, € A,. Definice
bude korektni, jestlize o4 (a1, ..., an)], je v takové situaci vzdy rovno [aa (b1, ..., bn)],. To je vSak pravé
podminkou slucitelnosti, kterou predpokladéme. |

Je-li dana néjaké algebraicka struktura, kterd pracuje s jistymi operacemi, tak ekvivalenci na této
strukture, jez je slucitelna se vSemi témito operacemi, nazyvame jeji kongruenci.

At G je grupa. Je-li N normalni podgrupa G, je zvykem ekvivalenci uréenou rozkladovymi t¥idami N
znacit mod N. Misto (a,b) € mod N se ¢asto pise a = b mod N.

4.2 Tvrzeni. Bud G = G(-,71,1) grupa. Je-li N normélni podgrupa G, tak mod N je kongruence G.
Naopak, je-li p kongruence G, tak N = [1], je normalni podgrupa G a p se shoduje s mod N.

Dikaz. Af N je normélni podgrupa a at je a = bmod N a ¢ = d mod N pro néjaké a,b,c,d € G. Je
tedy h=a"'b€ Nak=c'd e N. Protoze N je norméalni podgrupa G, je i ' = ¢ "hc € N. To
znamena, ze (ac)~1(bd) = ¢ ta=tbd = ¢ thec™'d = W'k € N, takZze mod N je slucitelné s ndsobenim.
Protoze jeiab™! € N, je také a=! = b~! mod N, takZe mod N je slucitelné s unarni operaci ~!. Vidime,
ze mod N je vskutku kongruence.

Naopak, at p je kongruence grupy G. Polozme N = [1],. Je-li a,b € N, tak z apl a bpl plyne (a -
-b)p(1-1), tedy ab € N. Podobné téz (a=1)p(171) davd a—! € N, takZe vidime, ze N je podgrupa. Jsou-li
geGaheN,je(g-h-gYplg-1-9g7Y),azg-1-g7! =1 plyne ghg~! € N. Dokéazali jsme, ze N
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je normélni podgrupa grupy G. Z a = bmod N plyne ab=! € N, tedy (ab~!)pl a (ab=1b)p(1 - b), coz
znamend apb. Naopak, z apb mame (ab~!)pl, odkud a = b mod N. O

Je-li p kongruence néjakého algebraického systému, feknéme A, tak na kvocientni strukture A/p je
mozné definovat vSechny operace systému A. Spliiuji-li operace na A jisté identity (asociativni zdkon,
distributivni zdkon a podobné), budou tytéz identity splnény i v kvocientni struktufe. Faktorizaci podle
kongruence z grupy dostaneme opét grupu (¥ikava se ji faktorgrupa), z okruhu faktorokruh, z modulu
faktormodul a podobné.

Protoze kongruence, feknéme p, grupy G je jednozna¢né uréena blokem N = [1],, ktery je normalni
podgrupou, piSeme misto G/p obvykle G/N. Prvky G/N jsou rozkladové t¥idy aN = Na, pfi¢emz plati
(aN)- (bN) = (ab)N, (aN)"' =a'Nalgn=1-N=N.

At R = R(+,-,—,0,1) je okruh. O mnoziné I C R fekneme, Ze je levy idedl okruhu R, jestlize
(i) I(+,—,0) je podgrupa R(+,—,0) a
(ii) pro kazdé r € Rakazdé a € I je ra € I.

Pokud misto (ii) pozadujeme
(ii") prokazdé r € Rakazdéa €I jear €1,

tak mluvime o pravém idedlu. Je-li I C R soudasné levy a pravy idedl, tak se nazyva (oboustranny) idedl.
V Abelové grupé je kazdd podgrupa normalni, proto je ekvivalence mod N definovana pro kazdé
N C R, které je podgrupou R(+,—,0). Pfitom a = b mod N prévé kdyz a — b € N.

4.3 Tvrzeni. Bud R = R(+,-,—,0,1) okruh. Je-li I C R idedl, tak mod I je kongruence okruhu R.
Naopak, je-li p kongruence R, tak I = [0], je idedl R a p se shoduje s mod I.

Diikaz. Af I je idedl. Z 4.2 plyne, ze mod [ je sluditelné s operacemi + a —. Zbyva ukdzat, Ze pro
a=bmod ] ac=dmod]I je ac = bd mod I. OvSem ac — bd = a(c — d) + (a — b)d, pficemz a — b € I
ac—d e I. Protoze I je idedl, jsou i oba sc¢itance v I, takze vskutku je ac = bd mod 1.

At je naopak p kongruence R. Polozme I = [0],. Protoze p je také kongruence R(+, —,0), musi byt p
rovno mod I, dle 4.2. Zbyva ukézat, Ze I spliiuje podminky (ii) a (ii’). Dokazme napiiklad (ii). Je-lia € T
ar € R, tak z ap0 a rpr plyne rap0, nebot 0 = r - 0, takze je ra € I. O

4.4 Lemma. At [ a J jsou idedly okruhu R. Pak I +J = {a+bja € I ab € J} je nejmensi idedl
okruhu R, ktery obsahuje I U J.

Diikaz. Soucet prvka z I + J lezi v I 4+ J diky komutativité s¢itani. Je-lia € T abe J,jer-(a+b) =
=ra+rbe I+ J pro kazdé r € R. Podobné pro nasobeni zprava. O

Vidime, ze Lemma 4.4 plati také pro jednostranné idedly, at uz levé nebo pravé. Rovnéz je zfejmé,
7e pro kazdé a € R je aR = {ar;r € R} pravy idedl a Ra levy ideél. Takové ideédly se nazyvaji hlavni.
V komutativnim okruhu levé a pravé idealy splyvaji. Okruh R se nazyva okruhem hlavnich idedli, jestlize
je komutativni a kazdy jeho idedl je hlavni. V okruhu R lze nalézt vzdy idedl R a ideédl {0}; ten se vétSinou
pise pouze 0. Idedlim R a 0 se fika nevlastni, ostatni idedly jsou vlastni.

4.5 Tvrzeni. Kazdy idedl I okruhu Z je roven hlavnimu idedlu nZ pro néjaké n > 0.

Diikaz. Je-li I = 0, polozime n = 0. At je I nenulovy ideal a at m je nejmensi kladné ¢islo obsazené v 1.
Potom je jisté mZ C I. Dokazeme i opacnou inkluzi. At je a € I. Pak existuji celd ¢ a r, kterd spliuji
a=mqg+ral0<r<m.Za€lamqgéelplyner =a—mq € I.Z definice m vyplyva, Ze nemize byt
0 <7 < m, a proto je r = 0, takze a vskutku patii do nZ. O

Jednostranny ideal okruhu R, ktery obsahuje 1, je ziejmé roven R. Prvek a okruhu R je tudiz zleva
(nebo zprava) invertibilni, pravé kdyz plati R = Ra (nebo R = aR). Vidime, Ze téleso lze charakterizovat
jako okruh, ktery neni trividlni a nemé vlastni jednostranny ideal.

Je-1i T idedl okruhu R a p je kongruence mod I, tak — podobné jako v grupach — faktorokruh R/p
oznacujeme R/I. Idedl I se nazyva mazimdlni, je-li rtizny od R a neni-li vlastni podmnozinou néjakého
vlastniho ideélu.

4.6 Tvrzeni. Bud R komutativni okruh a at I je jeho maximalni idedl. Potom je R/I komutativni
téleso.

Dikaz. Okruh R/I je tvofen mnoZzinami a + I, kde a € R, pfi¢emz mnozina I mé roli nulového prvku.
Je tieba dokazat, ze a+ 1 je invertibilni pro kazdé a ¢ I. Podle 4.4 je Ra+ 1 idedl, a z maximality I plyne
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Ra + I = R. Znamena to, Zze 1 = ba + ¢ pronjaké b€ Racec I, takze (b+1I)(a+I)=ba+1=1+1.
Jelikoz 1 + I je jednotkovym prvkem R/I, je dikaz u konce. O

Pro celd ¢isla n > 0 a m > 0 zjevné plati nZ C mZ pravé kdyz m déli n, ¢ili nZ je maximalni ideél Z
pravé kdyZz n je prvodislo. Podle 4.6 je Z /pZ téleso.

Misto mod nZ se tradi¢né piSe pouze mod n a bloktim ekvivalence mod n se fika zbytkové tridy. Po-
kud je z kazdé zbytkové t¥idy vybran pravé jeden prvek, mluvi se ¢asto o upiné soustavé reprezentanti. Zde
pouzijeme kratsi oznaceni transversala (Cesky by se mohlo fikat pFi¢nice). Obecné vzato, transversilou
ekvivalence p na mnoziné A je kazda podmnozina 7" mnoziny A, kterd mé jednobodovy prunik s kazdym
blokem B ekvivalence p. Ozna¢me tento prvek op(B). Pak or je bijekci A/p na T.

Je-li a néjakd n-arni operace na A/p a T je transversila p, tak miZzeme na T definovat operaci «
vztahem a(ty, ..., t,) = O'T(C)Z(O';l(tl), ce U;I(tn))), pro vSechna tq,...,t, € T. Jinymi slovy, vysledek
operace o na 1 je ten prvek T, ktery lezi v tom bloku p, jenz je vysledkem operace « aplikované na bloky
obsahujici ¢y, . . ., t,. Pravé definované operaci o na T se ika operace indukovand transversalou T'. Je-li A
néjaky algebraicky systém (napiiklad okruh nebo grupa) a p je kongruence A, kterd mé transversalu T,
tak veskeré operace A se promitaji do operaci A/p, a ty indukuji operace na T'. Algebraické systémy A/p
a T se lisi jen pojmenovanim (mizeme si to pfedstavovat tak, Ze kazdy blok B ekvivalence p se stdhne
do bodu o7 (B)). Je-li A grupa, bude tedy T rovnéz grupa, je-li A okruh, bude T okruh, a podobné.

Nejcastéji pouzivanou transversdlou mod n je {0,1,2...,n —1}. Okruh indukovany touto transversa-
lou budeme znagcit Z,,. (Napiiklad v Z7 plati 54+3=1=5-3.)

Na zavér této kapitoly jesté zminime faktorizaci moduli. Je-li A (levy) modul okruhu R a p je kon-
gruence A (to jest p je kongruence Abelovy grupy A(+,—,0) a pro vSechna a,b € A a vSechna r € R
z apb plyne ra prb), tak jisté B = [0], je podgrupa A(+,—,0) a p = mod B. Pro b € B a r € R mame
r-bpr-0,atedy rb € B. To znamen4, ze B musi byt podmodul A. Je-li naopak B podmodul A, tak pro
viechnar € Raa,b€ Aza—0b¢€ B plyne r(a—b) =ra—rb € B, a tedy ra = rb mod B.

Vidime, Ze kongruence modult jsou charakterizovany jejich podmoduly, a Ze tedy pro kazdy podmo-
dul B modulu A lze sestrojit faktormodul A/B. Vsimnéte si, Ze konstrukee je stejnd jako ta, kterou znate
z vektorovych prostort.
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5. Homomorfismy

At A a B jsou mnoziny, a at « je n-arni operace, n > 0, ktera je zadana jak na A, tak na B. O zobrazeni
f: A — B fekneme, Ze je sluciteln€ s «, jestlize pro libovolna ai,as,...,a, € A plati

ag(f(ar), ..., fan)) = flaalar, ..., an)).

Jinymi slovy, vysledek operace na obrazech argumentt se shoduje s obrazem vysledku operace. A jesté
jinak: pokud operaci « aplikuji v B pouze na hodnotach z Im f = {f(a);a € A}, tak operaci mohu pouzit
nejprve v A a teprve poté zobrazit jeji vysledek.

5.1 Lemma. At « je n-drni operace definovana na mnozindch A, B, C a at f: A — B a g: B — C jsou
zobrazeni sluc¢itelnd s . Potom go f: A — C je rovnéz zobrazeni slucitelné s a.

Diikaz. Budte aq,...,a, € A. Pak ac(g(f(a1)),...,9(f(an))) = glap(f(a1),..., flan))) =
(go NHlaalar,...,an)). O

5.2 Lemma. At « je n-drni operace definovand na mnozinach A a B, a at f: A — B je bijektivni
zobrazeni slucitelné s o. Potom f~': B — A je rovné# zobrazeni sluéitelné s .

Dikaz. Af jsou by, ..., b, néjaké prvky B. Pak existuji (jednoznac¢né uréené) prvky aq, ..., a, mnoziny A,
ze by = f(a1), ... ,bp = f(a,). Piitom plati f(aa(f=1(b1), ..., f 1(bn))) = flaala, ..., an)) =
=ag(f(a1), ..., f(an)) = ag(by, ... ,bn), coz znamend f~1(ag(bi, ..., b,)) =

=aa(f7Hb1), ..n ... L f7L(b)).

Je-li f: A — B zobrazeni, tak definujeme na A relaci ker f tak, Ze (a,b) € ker f pravé kdyz f(a) =
= f(b). Relace ker f je zjevné ekvivalence, a nazyva se jadro f. VSimnéte si, Ze zobrazeni je injektioni
(t.j. prosté) pravé kdyz ker f = id4. Pfipometime zde také, ze zobrazeni je surjektivni (na) pravé kdyz
Im f = B.

5.3 Lemma. Je-li f: A — B zobrazeni slucitelné s n-arni operaci «, tak je ker f ekvivalence slucitelna

s a.
Dikaz. At je (a1,b1) € ker f, ..., (an,b,) € ker f.

To znamend f(a1) = f(b1), ..., f(an) = f(bn) a ze sluditelnosti f s « plyne f(a(ai, ...,an)) =
= a(f(al)a s af(an)) = a(f(bl)v cee 7f(bn)) = f(a(bla cee abn)) g

Je-li p ekvivalence na mnoziné A, tak zobrazeni a — [a], se nazyva prirozené a znaci se nat, (nékdy
téz mluvime o projekci podle p a znacime 7).

5.4 Lemma. At « je n-arni operace na A a at p je ekvivalence na A slucitelnd s o. Potom prirozené
zobrazeni nat,: A — A/p je slucitelné s a.

Diikaz. Operace o je na A/p definovana tak, ze pro ai,...,a, € A plati ay/,([ai]y, ..., [an],) =
= a(nat,(ai),...,nat,(an)) = [a(ai,...,an)], = nat,(a(ai,...,a,)). Vidime tedy, Ze definice o na
A/p je pfesné takova, aby nat, bylo zobrazeni slucitelné s p. a

Jsou-li A a B dvé algebraické struktury (grupy, okruhy, mnozZiny, apod.), tak zobrazeni f: A — B
nazveme homomorfismus, jestlize je slucitelné se vSemi operacemi, jez vystupuji v definici dané struktury.

Homomorfismus f: A — B se nazyva izomorfismus, jestlize f je bijektivni. Homomorfismus f: A — A
se nazyva endomorfismus, a bijektivni endomorfismus je automorfismus. Z Lemmat 5.1 az 5.4 vyplyva
nékolik poucek, jez mizeme shrnout ve strucném piehledu takto:

f:A— Bag:B— C homomorfismy = g o f: A — C homomorfismus
f+ A — B izomorfismus = f~1: B — A izomorfismus

f: A — B homomorfismus = ker f je kongruence

p kongruence A = nat,: A — A/p homomorfismus

5.5 Lemma. At G = G(-,71,1) a H = H(-,7,1) jsou grupy a at f:G — H je zobrazeni, jez je

slucitelné s ndsobenim v obou grupéch (je tedy f(a-b) = f(a) - f(b) pro vSechna a,b € G). Potom je f

homomorfismus grup.

Diikaz.  Zvolme libovolné a € G. Mame f(a) = f(a-1g) = f(a) - f(1g), takze f(lg) = 1gy. Dale 1y =

= f(lg) = f(a-a™') = f(a)- f(a™?), takze f(a™") = (f(a))~". O
Je-li f: G — H homomorfismus grup, tak ker f je kongruence grup. Vime, ze kazda kongruence grupy G

je jednoznaéné urcena blokem této kongruence, ktery obsahuje neutralni prvek (feknéme 1), a Ze tento
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blok, feknéme N, je normalni podgrupou grupy G. V pripadé grup je zvykem tuto podgrupu N nazyvat
jadrem homomorfismu a znacit ji Ker f (takZe alespoii ve znadeni nedochizi ke dvojznacnosti — je
Ker f = [1ier f)-

Dobrym pifkladem netrividlntho homomorfismu je logaritmus log: R (-, 7%,1) — R(+, —,0). Je to
izomorfismus mezi multiplikativni grupou kladnych redlnych ¢isel a aditivni grupou vsech redlnych cisel.
Inverznim izomorfismem je pak exponenciela.

V pfedchozim pripadé §lo o homomorfismus mezi grupami, ve kterych se odpovidajici operace znacily
rizné. Shodou okolnosti tomu bude tak i v pfipadé nasledujicim. U homomorfismu jde, obecné vzato,
o to, aby bylo jasné, které operace si vzajemné odpovidaji, nikoliv o formalni shodu zapisu.

5.6 Tvrzeni. Zobrazeni f:n — a™ je homomorfismus ve vSech nasledujicich pf¥ipadech:

(i) f:N(+) — A, kde A = A(-) je pologrupa;

(ii) f:N(+,0) — A, kde A = A(-,1) je monoid;

(iii) f:Z(+,—,0) — A, kde A = A(-,71,1) je grupa.

Dikaz. Pro jistotu uvedme, Ze a™, n > 0, chadpeme jako soucin a---a, kde a se opakuje n-krat, ze a°
definujeme jako 1, a a=", n > 0, jako (a=1)™.

Uvedené tvrzeni je velmi intuitivni, formélni dtikaz vSak vyzaduje jistou péci, nebot je tfeba postupovat
indukci. P¥itom vyjdeme z rekurzivni definice a"*! = a” - a.

(i) Indukci dle m dokdzeme at™ = a™-a™. P¥ipad m = 1 se shoduje s rekurzivni definici. Abychom
dokézali ™"t = a™ - ™t polozime a"t™+! = ¢"*t™ . g dle rekurzivni definice, a odsud z indukéniho
pfedpokladu mame ¢" ™t =q” . a™ -a =a" o™t

(ii) Je-li 1 neutralni prvek, tak jisté a"*? = a™ = a™ - 1 = a"a’, a podobné a® - a™ = a°*". Zbytek
plyne z (i).

(iii) Je-li n = 0 nebo m = 0, tak a"*™ = a"a™ dostaneme stejné jako v (ii). Je-lin > 0 a m > 0,
staci pouzit (i). Je-lin <0 am <0, tak a"a™ = (a71)™" - (a71)™™ = (a71)™"™ = o™ dle (i). Af je
n <0am > 0.Pfipad m = 1 plyne z a”a = (a=)"a = (a= 1)~ Vala = (a= 1)~ (D) = "1 a déle
lze postupovat indukci dle m stejné jako v (i). P¥ipad n > 0 a m < 0 je obdobny. O

Je-li G grupa a a € G, tak z 5.6(iii) plyne, ze A = {a";n € Z} je podgrupa G. Kazd4 podgrupa, kterou
Ize vyjadfit jako mnozinu mocnin néjakého prvku, se nazyva cyklickd, a takovy prvek je jeji generdtor
(cyklickd grupa ovSem muZe mit vice riznych generatort). Mnozina A je tedy cyklickou podgrupou G,
kterd je generovana prvkem a. Podgrupa A je zjevné nejmensi podgrupou G, jeZ obsahuje a.

Rddem prvku a se rozumi f4d podgrupy timto prvkem generované (iad a je tedy roven |A|).

Jestlize pracujeme s aditivni notaci, pouzivame misto exponencialniho zapisu zapis multiplikativni.
Je-li tedy naptiklad A(+, —, 0) Abelovska grupa, tak na znamend a+. ..+a, kde a se (pro n > 0) opakuje
n-krat.

S touto konvenci se dostavame do drobnych obtizi, pokud pracujeme s okruhy, zvlasté s ¢iselnymi.
V zépise na totiz neni jasné, zda minime nasobeni v okruhu nebo iterované s¢itani. Obvykle se predpo-
klada (a ¢asto tak budeme €init i zde), Ze rozliSeni je patrné z kontextu. Pro pohodli ¢tenafe vSak misty
budeme iterované s¢itani v okruhu znacit misto na téz n x a.

Je-li R = R(+,+,—,0,1) okruh, tak podle 5.6(iii) je zobrazeni n — n X a, pro pevné vybrané a € R,
homomorfismem Abelovych grup Z(+,—,0) a R(+, —,0). Dokazeme, 7Ze v pfipadé a = 1 bézi dokonce
0 homomorfismus okruht.

K tomu staci ovéfit, ze n — nx 1 je zobrazeni sluéitelné s nadsobenim, tedy ze (nm)x1 = (nx1)-(mx1)
plati pro vSechna n, m € Z. Je-li n = 0 nebo m = 0, je tento vztah ziejmy, stejné tak tomu je i pro piipad
m = 1. Indukei ovéfime rovnost pro m > 0. At vztah plati pro néjaké m > 1. Pak (nx 1)-((m+1)x1) =
=(nx1)-(mx1)+1)=(nx1)-(mx1)+(nx1)=((nm)x1)+(nx1)=(nm+n)x1=(n(m+1))x1
vyplyva z 5.6(iii) a indukéniho pfedpokladu.

Z 5.6(iii) také plyne, Ze (n- (—m)) x 1 = (—nm) x 1 je prvek opa¢ny k (nm) x 1, a podobné ovéfime,
ze (n x 1) - (m x 1) je prvek opacny vici (n x 1) - ((—m) x 1). Proto dokdzany vztah plati i pro m < 0,
a muzeme vyslovit:

5.7 Tvrzeni. At R = R(+,-,—,0,1,) je okruh. Pak zobrazeni Z — R, n — n x 1 je homomorfismus
okruhi. 0O

Je-li f:R — S homomorfismus okruhi, tak Ker f = f~1(0) = [O]xers je idedl, ktery je zvykem
také nazyvat jadro homomorfismu. ProtoZe zndme vSechny idealy Z (viz 4.5), tak vime, Ze jaddro homo-
morfismu, ktery je popsan v 5.7, je rovno nZ pro néjaké jednoznacné urcené n > 0. Toto n se nazyva
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charakteristika okruhu R a znaci se char R. Vidime, ze charakteristika n okruhu R je nenulova praveé kdyz
Ize iterovanym sc¢itanim 1 dostat 0. V takovém pfipadé€ je rovna nejmensimu moznému poctu séitanci
ve vyrazu 1+ - -- + 1, ktery je v okruhu R roven 0.

Je dobré si uvédomit nasledujici vztah:

5.8 Tvrzeni. At f: A — B je homomorfismus grup (nebo okruhti). Pak f je injektivni pravé kdyz Ker f
je trivialni (tj. ma pouze jeden prvek).

Diikaz. 7 definice ker f plyne, Zze f je injektivni pravé kdyz kazdy blok ker f je jednobodovy. To ovsem
nastane pravé kdyz Ker f ma jediny bod. a

Je-li A néjaka algebraické struktura, tak mnozinu End(A) v8ech endomorfismu lze povazovat za monoid
vzhledem ke sklddani zobrazeni a identité, nebot slozeni dvou endomorfismi je vzdy opét endomorfismus.

Invertibilni endomorfismy jsou automorfismy, jejich mnoZinu oznac¢ime Aut(A). ProtoZe zobrazeni
inverzni k automorfismu je opét automorfismus, vidime, ze Aut(A) je grupa.

Poznamenejme, ze End(A) je podmonoid transformaéniho monoidu T4 a Aut(A) je podgrupa symet-
rické grupy Sa.

Automorfismy lze samoziejmé uvazovat i u struktur, jez nejsou po vytce algebraické. Lze naptiklad
mluvit o automorfismech grafd, designi nebo geometrii.

Vyznam teorie grup plyne pravé z toho, ze nic nevyjadfuje tak jasné symetrie dané struktury (¢ili —
obraznéji — tuhly pohledu, ze kterych se jevi struktura stejné) jako jeji grupa automorfismd.

Je proto pochopitelné, ze pro néjakou oblast matematiky maji grupy tim vétsi vyznam, ¢im vice se
tato oblast zabyva objekty, jez vykazuji vysoky stupen pravidelnosti, tedy symetrie.

Injektivni homomorfismy (nékdy se jim fika téz vlozeni nebo vnofeni), jsme jiz nékolikrat pouzili.
Nejjednodussi piipad je zobrazeni A — B, a +— a, v ptipadé, Zze A je podstruktura (napfiklad podgrupa
nebo podokruh) struktury B.

Jiny piiklad je zobrazeni r + r - 29, které pfifazuje prvku okruhu R prvek R[[m]] U injektivnich
homomorfismi, které jsou tak prirozené definovany jako tento, casto fikame, ze ztotoznujeme prvky vzoru
s prvky obrazu. Takovému obratu kazdy rozumi, a proto se mu nebudeme vyhybat ani v budoucnu. Je
dobré si ale uvédomit, Ze se za takovymto obratem vlastné vzdy skryva néjaky injektivni homomorfismus,
ktery jsme se kvili pfehlednosti a jednoduchosti rozhodli v zapisech neuvadét.
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6. Véta o homomorfismu

6.1 Lemma. At f:A — B je zobrazeni a at p je ekvivalence na A. Zobrazeni g: A/p — B, které
spliiuje g o nat, = f, existuje pravé kdyz p C ker f. V takovém pripadé je g urceno jednoznacné a plati
g(la],) = f(a) pro kazdé a € A. Pritom g je surjektivni pravé kdyz f je surjektivni, a g je injektivni
pravé kdyz ker f = p. Je-li navic dana n-arni operace « jak na A, tak na B, pficemz f i p jsou slucitelné
s «, tak je i g (pokud existuje) slucitelné s .

Dikaz. Je-li f = gonat, a plati apb pro néjaké a,b € A, tak je f(a) = gonat,(a) = gonat,(b) = f(b),
a proto musi byt p C ker f. Pfedpokladejme, Ze tomu tak je. Pak pro kazdé a € A nutné musi byt
g([a],) = g onat,(a) = f(a). Je-li apb, tak z p C ker f plyne f(a) = f(b), a proto je takova definice g
korektni. Pritom je zjevné Im g = Im f, takze g je surjektivni pravé kdyz je f surjektivni. Pro vSechna
a,be Azg([a],) = g([b],) plyne [a], = [b], pravé kdyz pro vSechna a,b € Az f(a) = f(b) plyne apb, ¢ili
pravé kdyz je ker f C p. Odtud ¢ast o injektivité. Koneéné af na A i B je dana n-arni operace «, pficemz

jsou splnény predpoklady slucitelnosti jak pro f, tak pro p. Pak pro vSechna ai,...,a, € A mame
9laasp([anlp, .- [an]p)) = g([aalar,... an)l,) = (g omatp)(aa(ar,...,an)) = flaa(ar,...,an)) =
= aB(f(al)v RS f(a’n)) = aB(g([al]P)v s 7g([an]p)) U

6.2 Lemma. At « je n-4rni operace na mnozindch A 1 B a at C C A je uzaviené na o a D C B je
také uzaviené na a. Je-li f: A — B zobrazenf slucitelné s o, tak mnoziny f(C) C B a f~*(D) C A jsou
rovnéz uzaviené na c.

Dikaz. At jsou by,...,b, € f(C). Pak by = f(c1),...,b, = f(cn) pro néjaké ci,...,c, € C, takze
alby,...,by) = a(f(cr),..., f(cn)) = f(alct, ..., cn)) padne rovnéz do f(C).

Atjsouay,...,a, € f~Y(D).Pak f(a(a1,...,a,)) = a(f(a1),..., f(a,))leziv D, nebot f(a1) € D, ...

.., f(an) € D, a proto a(ay,...,a,) se nachazi v f~1(D). O

Nyni definujeme pojem, ktery ndm umozni jednotnym zptusobem popisovat algebraické struktury
s vice operacemi. Duvod, Ze jsme ho nezavedli dfive, je dvoji. Z hlediska didaktického se jevi byt rozum-
néjsi nékteré pojmy nejprve si ujasnit na konkrétnich strukturach (grupéch, okruzich apod.); z vnitiniho
hlediska matematiky pak plati, Ze nékteré specidlni pojmy (napf. grupy, okruhy) jsou nepoméfitelné
notnym zpusobem dovoluji vyjadrit uréité zakladni vztahy a vazby, a ne v tom, Ze by se definici nové,
zobecnéné struktury podafilo objevit nové vyznamné objekty.

Obecny pojem, o ktery ndm nyni pujde, je algebra signatury o, kde 0: ¥ — Ny je zobrazeni, jez
mnoziné opera¢nich symbolii pfifazuje jejich aritu (¢etnost). Napiiklad u grup by bylo ¥ = {-, 71,1},
o()=2,0(")=1lac(l)=0.

Slovo algebra se pouzivad v mnoha vyznamech. Algebry dané signatury se nékdy nazyvaji universalni
algebry. V této kapitole budeme algebrou rozumét algebru (néjak pevné dané) signatury o.

Jsou-li A, B dvé algebry, tak f: A — B je jejich homomorfismus, je-li f slucitelné se vSemi operacemi
«a € Y. Ekvivalence p na A je kongruenci algebry A, je-li slucitelnd se vsemi o € . O C' C A fekneme,
Ze je to podalgebra A, je-li C' uzaviena na vSechna a € 3.

V (universalnich) algebrach samoziejmé plati vSechny obecné vztahy o homomorfismech a kongruen-
cich, které jsme uvedli v predchozich kapitolach. K nim miizeme piidat nasledujici dtsledky lemmat 6.2
a6.1.

6.3 Tvrzeni. At f: A — B je homomorfismus algeber. Je-li C' podalgebra A, je f(C) podalgebra B.
Je-li D podalgebra B, je f~1(D) podalgebra A. Specialné je Im f podalgebra B. O

6.4 Véta o homomorfismu. At f: A — B je homomorfismus algeber a at p je kongruence A. Homo-
morfismus g: A/p — B takovy, ze f = g o nat,, existuje pravé kdyz p C ker f. V takovém piipadé
g([a],) = f(a) pro kazdé a € A, g je surjektivni pravé kdyz f je surjektivni a g je injektivni pravé kdyz
ker f = p. O

Vztahneme-li Vétu o homomorfismu na situaci, kdy p = ker f, okamzité obdrzime:

6.5 Prvni véta o izomorfismu. At f: A — B je homomorfismus algeber a p = ker f. Pak [a], — f(a)
je izomorfismus A/p ~Im f. O

Predchozi véta se Casto uvadi jen pro pripad, kdy f je surjektivni homomorfismus. Pak dostaneme
izomorfismus A/p ~ B. Jsou-li napiiklad A a B grupy a p se shoduje s mod N, kde N je normalni
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podgrupa A, tak izomorfismus A/N ~ B je ddn vztahem aN — f(a). Podobné v pfipadé, kdy A a B
jsou okruhy a I je idedl A, ktery urcuje p, mame izomorfismus A/I ~ B, a+ I — f(a).

6.6 Tvrzeni. Kazdd podgrupa Z(+,—,0) je rovna nZ pro néjaké n > 0.

Dikaz. Je-li A podgrupa Z(+,—,0),takproa € AameZjemxa=m-a€ A (zde m X a oznacuje
iterované s¢itani). Kazda podgrupa Z(+, —, 0) je tedy soucasné idedlem okruhu Z, takze lze pouzit 4.5.
O

6.7 Tvrzeni. At A = A(-,71,1) je cyklickd grupa s generatorem a. Je-li A nekonec¢na, je zobrazeni
i+ a', i € Z, izomorfismus Z(+,—,0) a A. Je-li A Fddu n, je i — a*, i € Ly, izomorfismem Z,(+,—,0)
a A.

Diikaz. Méame A = {a’; i € Z}. Zobrazeni f:Z(+,—,0) — A, f(i) = a', je podle 5.6 (iii) surjektivni
homomorfismus grup. Podle 6.6 je Ker f = nZ pro néjaké n > 0. Pfitom v pfipadé n = 0 je A nekonecna
a f je izomorfismus. At je n > 0. Podle 6.5 je i+nZ — a' izomorfismus Z /nZ ~ A. Ozna¢me ho g. Protoze
izomorfismus h:Z,, ~ Z/nZ lze definovat tak, ze h(i) = i + nZ, je mozno nami popsany izomorfismus
obdrzet jako g o h. |

6.8 Tvrzeni. At R = R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak S = {i x 1; i € Z,}, tvofi podokruh R, ktery je
obsazen v kazdém jiném podokruhu R. Je-li R charakteristiky 0, je i — i x 1, ¢ € Z, izomorfismus okruhi
Z ~ S. Je-li R charakteristiky n > 0, jei— i x 1, i € Z,, izomorfismus okruht Z,, ~ S.

Diikaz. Je-li T néjaky podokruh R, tak obsahuje prvek 1, a proto i prvek ¢ x 1 pro kazdé i € Z. Pritom .S
je obrazem okruhového homomorfismu f:Z — R definovaného v 5.7, a proto je S, podle 6.3, podokruhem
R. Pfitom f je injektivni pravé kdyz Ker f = 0, tedy pravé kdyz R je charakteristiky 0, a v takovém
pfipadé je i — f(i) = i x 1 izomorfismus Z ~ S. Je-li charakteristika R rovna n > 0, tak Ker f = nZ,
ai+nZ—ix1 jeizomorfismus Z/nZ ~ S podle 6.5. Zbytek dikazu je stejny jako v 6.7. O

6.9 Tvrzeni. At f:G — H je homomorfismus grup. Pak |G| = |Ker f| - |Im f]|.

Diikaz. Pro kazdé a € Im f je f~*(a) blokem ker f, ¢&li prvkem G/ Ker f. Rad G/ Ker f je roven indexu
|G: Ker f|, takZze dokazovany vztah plyne z Lagrangeovy véty. O

7 algeber signatury o:% — Ny lze vytvaret nové algebry faktorizaci, nalezenim podalgebry a také
kartézskym soucinem. Protoze kartézsky soucin je mozno definovat i pro nekoneéné mmnoho ciniteld,
bude pro néds vyhodnéjsi, jestlize soucin [[ A;; ¢ € I, kde I # (), budeme chapat jako mnoZinu vSech
zobrazeni f: I — | J(A;; i@ € I), pro kterd pro kazdé i € I plati f(i) € A;.

Jsou-li A; algebry signatury o, tak A = [ A; mizeme povazovat za algebru téZe signatury: je-li « € &
operace Getnosti n = o(«), tak pro ay,...,a, € [[ A; ai € I klademe

aplar,...,an)(@) = aq,(ar(i), ..., an(i)).

Jinymi slovy, operace v A = [] 4; jsou definovany ,po slozkach*.

Je patrné, ze souciny pologrup, monoidd, okruhti, nebo grup jsou opét odpovidajici algebraické struk-
tury. Ale pozor, souéin alesponi dvou téles neni téleso (proc¢?).

Jsou-li R;, i € I okruhy, tak miZeme uvazovat mnozinu S = {a € [[ R;; a(i) # 0 jen pro kone¢né
mnoho ¢ € I}. Okamzité vidime, 7e S je podokruh okruhu [] R;. Okruh S se oznacuje @ S;, @ € I,
a nazyva se direktni suma okruhu S;, i € I.

Podobné lze postupovat i u jinych algebraickych struktur, ve kterych se vyskytuji trividlni podstruk-
tury. Jsou-li napiiklad M;, i € I, (levé) moduly nad okruhem R, je jejich direktni suma @ M;, i € I,
také rovna {a € [[ R;; a(i) # 0 jen pro kone¢né mnoho i € I}.

Kazdy z modult My, j € I, 1ze chapat jako podmodul direktni sumy M = @, ; M;, pokud ztotoznime
kazdy prvek b € M; s takovym a € M, ze a(j) = b a a(i) = 0 pro ¢ # j. Pfi tomto ztotoznéni je tak
kazdy prvek m € M mozno jedinym zptisobem vyjadfit jako ), ; m;, kde m; € M;.

Jsou-li ¢;: M; — N homomorfismy moduli, i € I, tak ¢ = @, pi: @ M; — N je definovano tak, ze
(> m;) = > wi(m;). Je snadné ovéfit, ze o: @ M; — N je rovnéZz homomorfismus moduli.

6.10 Lemma. At B a C jsou podgrupy grupy G. Pak (BC)~! = CB a zobrazeni b(B N C) — bC,
b € B, je bijekce mnozin {b- (BNC), b € B} a {bC; b € B}.

Dikaz. Je-li u € BC, tak existuji b € B a c € C, Ze je u = bc. Proto je u™! = ¢~ !'b~! € CB, a plati
(BC)~! C OB. Tudiz je také (CB)~' C BC, atedy i OB C (BC)~*.
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Polozme A = BN C. Je-li b1A rovno by A pro néjaka by, by € B, je bl_lbz € A C C, a proto je
b1C = byC. Uvedené zobrazeni, ozna¢me ho tfeba +, je tudiz korektné definovano.

7 definice je zfejmé, Ze v je surjektivni. Pfedpokladejme nyni, Zze je b1C rovno byC pro néjaka by,
bs € B. Pak je bl_lbg € C. Protoze soucasné i bl_lbg € B, je nutné bl_lbg € A, atedy by A = by A. Vidime,
7e vy je také injektivni. O
6.11 Tvrzeni. At B a N jsou podgrupy grupy G, pricemz N je normélni podgrupa. Pak BN je také
podgrupa grupy G a plati BN = NB.

Diikaz. Je-li BN = NB, tak je (BN)~! = BN dle 6.10, a tak je BN uzaviené na nisobeni, nebot pro
u; € BN, i € {1,2}, existuji by, by € B a ny, ng € N, Ze uy = biny, ug = naba, takze ujus = bynbe, kde
n =ning € N, pfi¢emZ nbs = byng pro néjakd bs € B ang € N, odkud ujus = (b1 - b3) - ng € BN.
Dokazme BN = NB. Inkluze BN C NB plyne z toho, %e pro dané b € Ban € N je n/ = bnb™!,
takze bn = n/b € N B. Podobné nb € NB je rovno b - (b~ 'nb) € BN. O

6.12 T¥eti véta o izomorfismu pro grupy. At N a H jsou podgrupy grupy G, pficemz N je
normélni. Zobrazeni h- (H N N) +— hN je izomorfismus grup H/H NN ~ HN/N.

Dikaz. Grupa H N N je zfejmé normélni podgrupa grupy H. Podle 6.10 je uvedené zobrazeni bijekce,
takze vzhledem k 5.5 stadi ukézat, Ze je sluditelné s nasobenim, tedy Ze (hih2)N, coZ je obraz (h; -
- (HNN))-(ha-(HNN)) = (hih2) - (HNN), je rovno (h1N) - (haN). To je oviem samozfejmé pravda,
nebot N je v G normélni. O

Jsou-li H a K podgrupy grupy G, tak kazda podgrupa G, jez obsahuje H U K, musi obsahovat HK.
Pokud je HK podgrupa G, je to tedy nejmensi podgrupa G, jez obsahuje HUK . Je-li H nebo K norméalni
podgrupa G, tak H K skute¢né podgrupa je. Obecné vSak H K podgrupa byt nemusi (z prvé éasti dikazu
6.11 vyplyva, ze HK je podgrupa G pravé kdyz HK = KH.)

V abelovské grupé A(+4,—,0) jsou vSechny podgrupy, feknéme B a C, normdlni. Proto je B + C
podgrupa A a zobrazeni b+ (BN C) — b+ C je izomorfismus B/BNC ~ (B + C)/C.

Je-li R okruh, S jeho podokruh a I ideal R, tak lze snadno ovérit, ze S N1 je idedl S a ze S+ I je
podokruh R. Toho vyuzijeme v nasledujici vété:

6.13 Treti véta o izomorfismu pro okruhy. At R je okruhem, I jeho idedl a S podokruh R.
Zobrazeni s + (SN I)— s+ I je okruhovy izomorfismus S/SNI ~ (S+1)/I.

Diikaz. Vzhledem k predchozimu staci ukazat, ze uvedené zobrazeni je slucitelné s nasobenim, coz vsak
vede na rovnost s1s2 + I = (s1 + I)(s2 + I), kterd je jisté splnéna. O

Jsou-li A a B podmoduly (levého) modulu M nad okruhem R, je jisté A+ B nejmensi podmodul M,
ktery obsahuje A U B.

6.14 TYeti véta o izomorfismu pro moduly. At M je levy modul nad okruhem R a at A a B jsou
jeho podmoduly. Zobrazeni a + (AN B) — a + B je izomorfismus moduli A/AN B ~ (A+ B)/B.

Diikaz. S ohledem na 6.12 staci dokazat pouze slucitelnost se skalarnim nasobenim. To vSak vede na
zfejmou rovnost r(a + B) = ra + B, pro véechnar € R a a € A. O
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7. Usporadané mnoziny, svazy a kvaziusporadani

Relaci < na mnoziné M nazveme usporaddnim M, jestlize < je reflexivni, tranzitivni a jestlize pro
libovolnad a,b € M za <b ab<a plyne a=>».
Usporadani, kde pro libovolné a,b € M plati a < b nebo b < a, se nazyva linedrni.

Pozndmka. Casto se pouziva jiné terminologie: relace uvedenych vlastnosti se nazyva cdstecné uspo-
Ydddni, pficemz uspofadanim se mini linedrni uspotadani. Césteéné uspofdadané mnoziny se pak leckdy
oznacuji akronymem poset — z anglického “partially ordered set”.

Dva prvky a, b uspofddané mnoziny (M, <) se nazyvaji porovnatelné, je-li a < bnebo b < a. V opacném
pfipadé jsou tyto prvky meporovnatelné. Prvek a € A C M se nazyva nejmensi prvek A, pokud a < b
pro kazdé b € A. Déle a € A C M je nejvétsi prvek A, je-li b < a pro vSechna b € A. Kazdd mnozZina
A C M mé zjevné nanejvys jeden nejvétsi a nanejvys jeden nejmensi prvek.

Prvek a € M je dolni zdvorou mnoziny A C M, jestlize a < b pro kazdé b € A. Prvek a € M je horni
zdvorou mnoziny A C M, jestlize b < a pro kazdé b € A. VSimnéte si, Zze kazdy prvek a € M je dolni
i horni zévorou prazdné mnoziny.

Bud A C M. Ozna¢me na chvili B mnoZinu hornich zdvor A a C' mnozinu jeho dolnich zévor. Nejmensi
prvek B (pokud existuje) se nazyva supremum A (znacime sup. A). Podobné nejvétsi dolni zdvoru (pokud
existuje) nazyvame infimum A (inf< A). B

Rekneme, 7e b € M pokrijvd a € M, jestlize a < b, a # b aproa < c < b je bud a = ¢, nebo b = c.
Neékdy se pak pise a < b.

Jestlize M obsahuje nejmensi prvek, feknéme e, tak a € M se nazyva atomem pravé kdyz a pokryva e.
Jestlize M obsahuje nejvétsi prvek, feknéme f, tak a € M se nazyva koatomem praveé kdyz f pokryva a.

V (Z, <) je kazdé ¢islo k pokryté ¢islem k 4+ 1. Naopak, v (Q, <) Zadny prvek pokryti nema.

Je-li (M, <) kone¢n4 uspofaddand mnozina, ma v ni pokryti kazdy prvek, ke kterému existuje alesporn
jeden prvek vétsi. Grafické zachyceni relace pokryti (a a b spojime tseckou pravé kdyZ a < b, pfi¢emz b
umistime vySe neZ a) se nazyva Hassedv diagram.

Definujeme-li na M relaci X tak, ze a < b pravé kdyz b < a, dostaneme opét usporadani. Tomuto
usporadani se fika opacné. Pri prechodu od < k < se z koatomt stanou atomy, z hornich zavor dolni
zavory, ze suprem infima, a naopak.

7.1 Lemma. Bud M;, i € I podmnoziny uspoiddané mnoziny (M, <). At pro kazdé i € I je b; € M
supremem mnoziny M;. Potom sup{b;;i € I} existuje pravé kdyz existuje sup(|J(M;; i € I)). Pritom
obé suprema, pokud existuji, si jsou rovna.

Dikaz. Af b= sup{b;;i € I}. Je-li a € |J(M;; i € I), je a € M; pro n&jaké i € I, a tedy a < b; < b.
Je-li ¢ takové, ze a < ¢ pro viechna a € |J(M;; i € I), je té% b; < ¢ pro viechna i € I, takze b < c.
Naopak, at m = sup(|J(M;; ¢ € I)). Pak m > b; pro kazdé ¢ € I. Je-li d > b; pro vSechnai € I, jeid > a
pro vSechna a € |J(M;; i € I), takze d > m. O

Podobné lemma lze vyslovit a dokazat téZ pro infima. Ovsem infima jsou suprema v opa¢ném uspo-
radani, takze takovéto dualni lemma je zfejmé a neni nutné ho vyslovné uvadét.

Piedpokladejme nyni, ze (M, <) je takova uspofddand mnozina, ze kazdé dva prvky z M maji supre-
mum i infimum. Pak z 7.1 indukci okamzité vyplyva, ze kazda kone¢na neprazdna mnozina ma supremum
i infimum. Oznacime-li a Vb = sup{a,b} a a Ab = inf<{a, b} pro kazdé a,b € M, dostavame dvé binarni
operace na M (nazyvaji se spojeni a prisek). Pro tyto operace plati

komutativita aNb=bANaaaVb=0bVa,

idempotence aNa=a=aVa,
asociativita (aANb)Ahc=aAN(bAc)a(aVb)Ve=aV (bVc),
absorpce aN(bVa)=a=aV(bAa).

Ovérit uvedené identity je snadné — pfitom asociativita vyplyva z 7.1, nebot (aVb)Ve = sup {a, b, c} =
=aV(bVeo). -

Algebraicky systém M = M(A,V), ve kterém jsou definovéiny bindrni operace A a V, jeZz spliiuji
komutativni, idempotentni, asociativni a absorpéni zakon, se nazyva svaz.

Ve svazu M = M(A,V) zavedme relaci < tak, ze a < b pravé kdyz b = a V b. Potom a < a podle
idempotentniho zdkona, a < b a b < ¢ implikuje aVe=aV (bVec)=(aVb)Vec=bVec=caza<b,
b<amimeb=aVb=>bVa=a (M) je tedy uspofddand mnozina. P¥itom pro kazdé a,b € M je
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aV(aVb)=(aVa)Vb=aVb, takiea <aVbab<aVb Jelic>aac>bjecV(aVb)=(cVa)Vb=
= c¢Vb = ¢, takZe a Vb je supremum mnoziny {a,b}. Je-lib = aVb, je aAb = aA(aVb) = a. Naopak, je-li
aNb=a,jeaVb=>bV (aAb)=Db. To znamend, ze a < b plati prévé kdyz a A b = a. Z této ekvivalentni
definice uspotfadani se analogicky dokéze, ze inf{a,b} = a A b.

7 predchoziho plyne, Ze svaz muzeme definovat ekvivalentné jako usporddanou mnozinu, kde kazdé
dva prvky maji supremum a infimum. Je zbytecné rozhodovat, zda prvotni by méla byt tato definice,
nebo definice vychézejici z identit. V dalsim budeme prosté predpokladat, ze ve svazu mame definovany
jak operace priseku a spojeni, tak usporadani.

Ve svazu muze a nemusi existovat nejmensi a nejvétsi prvek. Pokud chceme existenci nejvétsiho
a nejmensiho prvku algebraicky zachytit, definujeme ,svaz s nulou a jedni¢kou“ M = M(A,V,0,1),
kde navic plati identity

aNl=a=aVO0.

(Dtisledkem absorpéniho zékona pak je, Ze aV1l=1aaA0=0.)

Svaz nazveme uplny, jestlize kazda mnozina mé supremum a infimum. V Uplném svazu tedy existuje
nejvétsi a nejmensi prvek (uvédomte si, Ze nejvétsi prvek je infimem prazdné mnoziny).

Mnozina vSech podmnozin dané mnozZiny s usporadanim inkluzi a operacemi pruniku a sjednoceni
je uplny svaz. Jeho podsvazem je svaz konefnych mnozin. Sjednoceni koneénych mnozin nemusi byt
koneéna mnozina, proto na nekoneéné mnoziné neni podsvaz koneénych mnozin uplny. Soustavu P (M)
vSech podmnozin dané mmnoziny M bychom vsak mohli také chépat jako 0,1-svaz, ve kterém 0 = ()
al= M. Je-li M nekonefnd mnozina, tak ovS§em mnozina vsech kone¢nych podmnozin neni podalgebra
algebry P(M)(N,U,0, 1), tiebaZe je podalgebrou algebry P(M)(N, V).

Jestlize v axiomech svazu zaménime A a V, axiomy se nezméni. Proto, kdyz ke svazu L = L(A,V)
definujeme algebru LP = L(Agp, Vop) tak, ze a Nopb = aVb a aVe, b= aAb, dostaneme opét svaz, tento
svaz se nazyva svazem opacngym. Oznacime-li usporadani v L symbolem < a uspotfadéani v L°P symbolem
<op, vidime, Ze a <,p b praveé kdyz a = aAopb = a Vb, coz plati praveé kdyz a > b. Usporddéani v opacném
svazu je tedy opacné usporadani.

Jsou-li (4, <) a (B, <) dvé uspofddané mnoziny, tak zobrazeni f: A — B se nazyva monotonni, jestlize
pro vSechna a,b € A z a < b plyne f(a) < f(b).

7.2 Lemma. Budte L = L(A,V) a M = M(A,V) dva svazy. Je-li f: L — M homomorfismus svazi,
je f monotonni zobrazeni.

Dikaz. At a,b € L aa<b. Pak f(a) A f(b) = f(a Ab) = f(a), takze je f(a) < f(D). O

7.3 Tvrzeni. Budte L = L(A,V) a M = M(A,V) dva svazy. Bijektivni zobrazeni f:L — M je
izomorfismus téchto svazii pravé kdyz f i f~! jsou monotonni.

Diikaz. Je-li f izomorfismus, jsou f a f~! monotonni dle 7.2. Naopak, budte f a f~! monotonni a af
a,b € L. Potom f(aAb) < f(a), f(aAb) < f(b) aprod e M takové, ze d < f(a) a d < f(b), existuje
c€L,ze f(c)=d. Tudiz c = f~1(d) < f~1(f(a)) = a, a stejné tak ¢ < b. Proto c < aAba f(c) =
=d < f(a Ab). Dokézali jsme f(a Ab) = inf{f(a), f(b)}, takze nutné f(a Ab) = f(a) A f(b). Obdobné&
se ukaze f(aVb) = f(a)V f(b). O

Reflexivni a tranzitivni relace na mnoziné A se nazyva kvaziusporddani A.
Bud < kvaziuspofadani mnoziny A. Pro a,b € A piSme a ~ b, jestlize soucasné plati a < b a b < a.

7.4 Lemma. Relace ~ je ekvivalence.

Dikaz. ~ je zjevné reflexivni a symetricka. Je-lia ~bab~c jea <b<cac<b< a, takze
a ~ c. O

Relaci ~ nazyvame jadrem kvaziusporadani <.

7.5 Lemma. Bud ~ jddro kvaziuspofddani < mnoziny A a at 3,y € A/~. Jestlize by € (3, ¢y € v jsou
takové, ze by < cg, tak b < ¢ pro libovolna b € 3, c € 7.

Dikaz. Je b<by<cy<ec O

Na A/~ definujeme relaci X tak, ze § < v plati pravé kdyz existuji b € 8 a ¢ € 7 takové, Ze je b < c.
7. 7.5 vyplyva, ze v takovém ptipad€ je b < ¢ pro vSechna b € 8 a ¢ € . Muzeme tedy vyslovit nasledujici
lemma.
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7.6 Lemma. Budb,ce€ A. Pak [b]. <X [¢]~ pravé kdyz b < c. O
7.7 Tvrzeni. Relace X je na A/~ uspofddédnim.

Diikaz. Dikaz reflexivity a tranzitivity je okamzity. At 3,7 € A/~ a 8<% v,y < . Potom pro b € §,
cevymameb<c c<b takzeb~ca(=r. O

Bud < kvaziuspofadani A, ~ jeho jadro a < usporadéni A/~. Kvaziusporadani < si miZzeme piedstavit
tak, jakoby vzniklo z uspofdddni < rozpadem jeho prvki do vice exemplaii (prvek 8 € A/~ se tedy
jakoby rozpadd na vSechna b obsazend v (3, pfiGemz vztahy dané uspofaddnim nijak naruseny nejsou).
Pojmy definované pro usporadani budeme pouzivat i pro kvaziusporadani, a to timto zptusobem:

Je-li V néjaka vlastnost prvki svazu, tak fekneme, Ze prvky ai,as,... z A maji vlastnost V pravé
kdyz ji maji prvky [a1]~, [a2]~,. .. svazu (A/~, X).

Tak naptiklad a,b € A jsou porovnatelné v (A, <), jsou-li [a]~ a [b]~ porovnatelné v (A/~,=).
Podobné definujeme v (A, <) dolni a horni zavory, infima a suprema, atomy a koatomy. Zapis b = inf< B
ovSem v kvaziuspofadani prvek b neurc¢uje jednoznacéné, jednoznacné je uréena pouze ti¥ida [b]~ (je totiz
[b]~ = infg{[c]~; ¢ € B}).

Protoze atomy kvaziusporadani maji v dalsim textu zna¢ny vyznam, uvedeme nyni vyslovné podminky,
kdy a € A je atomem:

(i) A ma4 (alesporti jeden) nejmensi prvek,

(ii) @ neni nejmensi prvek A,

(iii) je-li c € A a ¢ < a, tak bud ¢ ~ a, nebo je ¢ nejmensi prvek A.

Kvaziusporadani < mnoziny A nazveme noetherovske, jestlize neexistuje nekonec¢nd posloupnost prvka
ai,az,as, ...z A takova, ze pro kazdé i € N je a; > a;41, a soucasné neplati a; ~ a;y1.

7.8 Tvrzeni. Bud < noetherovské kvaziusporddani mnoziny A a at a je nejmensi prvek A. Potom pro
kazdé c € A plati, ze je bud ¢ ~ a, nebo existuje atom b € A takovy, ze b < c.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze neni ¢ ~ a. Polozme ¢; = ¢ a at ¢, ..., ¢, jsou takové prvky A, Ze pro

1<i<mnnenic ~a,azeprol <i<n-—1jec > ci1 aneplati ¢; ~ c¢;41. Jestlize ¢,, neni
) + +

atomem, existuje ¢,,.1 € A takové, Ze ¢, > c¢,4+1 > a a neni ani ¢,41 ~ ¢y, ani ¢,41 ~ a. Protoze <
) + ) + + ) +

je noetherovské, lze takto zkonstruovat jen koneéné mnoho ¢leni posloupnosti ¢, ¢, c3, ... Proto musi

existovat n € N, zZe ¢,, je atomem. O
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8. Délitelnost v komutativnich monoidech

Bud S = S(-,1) monoid. Rekneme, 7e a € S déli (zleva) b € S, jestlize existuje ¢ € S takové, Ze
b = a - c. Symbolicky piSeme a|b a a nazyvame délitelem b.

8.1 Tvrzeni. Invertibilni prvky monoidu tvori grupu.

Dikaz. Podle 1.5 je soucin dvou invertibilnich prvkd opét invertibilni. Je-li a invertibilni prvek a b je
prvek k nému inverzni, tak je b také invertibilni. Podle 1.4 jsou inverzni prvky urceny jednoznacné. O

8.2 Tvrzeni. Relace délitelnosti | v monoidu S = S(-,1) je kvaziuspofddanim, pficemz 1 je jeho
nejmensi prvek.

Diikaz. Bud a,b € S. Pak 1|a, ala, a z a|b a b|c plyne alc. O

Jadro kvaziusporadani | budeme, jak je obvyklé, znadit ||. Je-li a||b, Fikdme, Ze a a b jsou asociovdny.

Uvédomte si, Ze z pouhého faktu, zZe | je kvaziuspofadani, plyne podle 7.6 nékolik dusledku. Jsou-li
a,b € S asociovany, tak pro kazdé ¢ € S napfiklad dostavame a|c < b|c a cla < ¢|b.

Bud B = {b1,...,bx} € A, k > 1. Misto b = inf| B piseme b = NSD(bs,...,b;) a misto b = sup; B
piSeme b = NSN(by,...,by). Pfitom NSD znamend nejuétsi spoleény deélitel a NSN nejmensi spolecny
ndsobek.

V kazdém kvaziusporadani je b < ¢ pravé kdyz b = inf<{b, c}. Proto plati:

8.3 Lemma. Budb,c € S. Pak b= NSD(b, ¢) pravé kdyz b|c. a
7 7.1,7.6 a 7.7 okamzité dostavame:

8.4 Lemma. Atby,...,b,41, kden € N, jsou prvky monoidu S, a at ¢ € S je takové, ze c = NSD(by, ...
...y bp). Potom NSD(by, ..., b,4+1) existuje pravé kdyz existuje NSD(c, by, 41). Pokud tyto nejvétsi spolecni
délitelé existuji, jsou asociovany. a

V S tedy existuji nejvétsi spoleéni délitelé, existuje-li NSD(b, ¢) pro libovolnd b,c¢ € S. Totéz lze
fici o nejvétsich spolecnych nasobcich. Z 7.7 plyne, ze v S existuji nejvétsi spoleéni délitelé a nejmensi
spole¢né nasobky pravé kdyz uspofddand mnozina (S/|l, ) je svaz.

Prvky a,b € S se nazyvaji nesoudélné, jestlize 1 = NSD(a,b). Délitel a prvku b se nazyva vlastni,
jestliZe neplati ani a||1 ani a||b.

Budeme se zabyvat predevsim komutativnimi monoidy s kracenim. Monoid S je komutativni, jestlize
b-c=c-bpro libovolna b,c € S. Monoid S je s krdacenim, jestlize pro libovolna a,b,c€ Sza-b=a-c
plyneb=cazb-a=c-arovnéz plyne b =c.

Vsimnéte si, ze prvek a € S je asociovan s 1 (tedy je v kvaziusporddéni délenim nejmensi) pravé
kdyz existuje b € S splitujici ab = 1 (tedy pravé kdyz je a zprava invertibilni). V komutativnim p¥ipadé
proto plati, Ze prvek je asociovan s 1 praveé tehdy, kdyz je invertibilni, a Ze prvky asociované s 1 tvoii
podmonoid monoidu S(-,1) (ktery je podle 8.1 grupou).

8.5 Lemma. Bud S komutativni monoid s kracenim, a at' a,b € S. Potom al||b plati pravé kdyz existuje
u € S invertibilni takové, Zze b = a - u.

Jestlize a = be pro néjaké c € S, tak nastane jedna z nasledujicich moznosti:

(i) b1ic jsou vlastni délitelé a,

(ii) b je invertibilni a al|c,

(iii) ¢ je invertibilni a al|b.

Dikaz.  Je-li a||b, existuji u,v € S takové, ze a = bu a b = av. Tudiz a = avu, takze vu = 1. Jestlize
a = bu a u je invertibilni, lze nalézt v € S takové, ze uv = 1, takze b = buv = av.

Je-1i b (nebo ¢) invertibilni, tak a||c (nebo a||b) plati podle prvé ¢asti lemmatu. Je-li al|c, tak existuje
u € S takové, ze ¢ = au. Tudiz a = bc = bau = abu, a kracenim dostavame 1 = bu, takZe b je invertibilni.
Podobné z al|b plyne invertibilita c. O

Ve zbytku této kapitoly bude S = S(-,1) vzdy znacit komutativn{ monoid s krdcenim, | kvaziuspora-
dani S délitelnosti, a || jadro |.
Atomy kvaziusporddani | budeme nazyvat ireducibilnimi prvky.

8.6 Tvrzeni. At kvaziusporddani | je noetherovské. Potom kazdy prvek S, ktery neni invertibilni, lze
vyjadriit jako soucin ireducibilnich prvki.
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Dikaz. Podle 7.8 mé kazdy prvek S, ktery neni invertibilni, ireducibilniho délitele. At a = a¢ neni
invertibilni. Budeme konstruovat posloupnost neinvertibilnich prvk ag, aq, ... a posloupnost ireducibil-
nich prvkl pi, pa2,.... Pokud a; neni ireducibilni, polozime a; = p;y1a;41 tak, aby p;+1 byl ireducibilni
délitel a;. Potom je p;y1 vlastni délitel a;, takze podle 8.5 je i a;4; vlastni délitel a;,. Kdyby a; nebyl
ireducibilni pro zaddné i € N, vznikla by nekonecné posloupnost ag, a1, ..., ve které by pro kazdé i € N
byl a; vlastni délitel a;_;1. Protoze pfedpoklddame, Ze | je noetherovské, existuje n € N takové, ze a,, je
ireducibilni, takze a = p1...pn_10n. O

8.7 Lemma. Buda,b,c€ S a at' d = NSD(a,b) a e = NSD(ac, bc). Potom e||dc.

Dikaz. dclac a dclbe, takze dcle a e = deu pro néjaké u € S. Af xz,y € S jsou takové, Ze ac = ex
a bc = ey. Pak a = dux, b = duy, a vidime, Ze du je spoleény délitel a a b. Proto dul|d, takze dul||d a u je
invertibilni podle 8.5. Proto e||dc. O

8.8 Lemma. Buda,b,c € S a at a a b jsou nesoudélné. Jestlize NSD(ac, bc) existuje, tak z a|bc plyne
ale.

Diikaz. Podle 8.7 je ¢ = NSD(a,b)c = NSD(ac, be). Odsud dostavame NSD(a,c¢) = NSD(a, ac,bc) =
= NSD(a, bc) = a, takze alc. O

Prvek p € S se nazyva prvodinitel, jestlize neni invertibilni, a pro kazdé a,b € S z p|ab plyne, Ze pla
nebo p|b.

8.9 Tvrzeni. Kazdy prvocinitel S je ireducibilni. Jestlize v S existuji nejvétsi spolecni délitelé, tak je
kazdy ireducibilni prvek prvocinitel.

Diikaz. Bud p prvocinitel, a at p = ab. Z faktu, Ze p je prvocinitel, plyne pla (a pak p|la) nebo p|b
(a pak p||b). At naopak p € S je ireducibilni, p|ab, p nedéli a a d = NSD(p, a). Protoze p nedéli a, neni
d||p. Protoze p je ireducibilni a d|p, je d||1. Prvky p a a jsou tedy nesoudélné, a podle 8.8 z existence
NSD(pb, ab) plyne plb. O

8.10 Lemma. At p je prvocinitel v S. Potom z plai ...an, kde a; € S, 1 < i < n, plyne, ze p|a; pro
nékteré 1 < j < n.

Dikaz. Postupujme indukci dle n. Pro n = 2 tvrzeni vyplyva z definice prvocinitele. Polozme b = as ...
...Gyn. Pak p déli a;b, ¢ili p déli a; nebo p déli as . ..a,. V druhém piipadé podle indukéniho predpokladu
existuje 2 < j < n takové, ze pla;. O

Rekneme, 7e prvek a € S mé jednoznacny ireducibilni rozklad, jestlize:

(i) existuji p1,...,pr € S ireducibilni a takové, ze a = py ... p;,

(ii) kdykoliva =¢q1...qs € S, kdy ¢1,...,q9s € S jsou ireducibilni, tak » = s a existuje permutace
o € Sy, 7€ pillqo@iy pro1 <i <.

(Jingmi slovy ireducibilni rozklad je jednozna¢ny az na potadi a || ekvivalenci).

8.11 Tvrzeni. Jestlize v S je kazdy ireducibilni prvek prvocinitelem, tak jsou ireducibilni rozklady v S
jednoznacné.

Dikaz. At p1...pn = q1...qm, kde p;; 1 < i < nagqj,1<j <m jsou ireducibilni, a at n < m.
Z q1|p1-..pn plyne podle 8.10, Ze mzeme piedpokladat, Ze g1 = piu pro w invertibilni. Je-li n = 1,
dostavame kracenim 1 = ugs ... ¢qy. Ovsem ireducibilni prvky nedéli 1, takze v tomto pripadé m =1
a p1 = q1. Postupujme dale indukei dle n > 2. Polozme ¢} = ¢; pro 1 <i < n, i # 2 a ¢4 = ups. Pak
P2...Pn = G ...q,,, a podle indukéniho pfedpokladu n = m a existuje o € S,, takové, ze o(1) = 1
a pi |q:7(i) : U

8.12 Tvrzeni. At kazdy neinvertibilni prvek md v S jednoznac¢ny ireducibilni rozklad. Potom je kazdy
ireducibilni prvek prvocinitel.

Diikaz. Bud p ireducibilni prvek a af p|ab. Pak existuje ¢ € S, tak Ze c¢p = ab. Pouzijeme 8.5, abychom
vyjasnili pfipad, kdy néktery z prvki a,b nebo ¢ je invertibilni. Je-li invertibilni a, je b||pe, a proto p
déli b. Podobné dostdvame p|a, je-li b invertibilni. Je-li invertibilni ¢, je p||ab. OvSem p nemé vlastniho
délitele a oba prvky a a b nemohou byt soucasné invertibilni (pak by totiz byl invertibilni i jejich souéin,
a tim i prvek p). Proto musi byt p||a nebo p||b. Pfedpoklddejme nyni, ze zaddny z prvka a,b a ¢ neni
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invertibilni, a at jsoua=ay...am, b=">01...b5 ac=cy...c jejich ireducibilni rozklady. Potom pcy ...
...¢t =ay...a.by...bs az jednoznacnosti ireducibilnich rozkladi plyne, Ze p||a; pro nékteré 1 < i <r
(pak pla) nebo p||b; pro nékteré 1 < j < s (pak p|b). O

8.13 Véta. Bud S = S(-,1) komutativni monoid s kracenim, ve kterém kazdy neinvertibilni prvek mé&
Jjednoznac¢ny ireducibilni rozklad. At P C S je takovd mnozina ireducibilnich prvkii, Ze

(i) kdykolivr € S je ireducibilni, tak existuje p € P, Ze p||r,

(ii) jsou-li p1,ps € P, tak p1||p2 pravé pro p1 = pa.

Oznacme jesté I mnozinu vSech invertibilnich prvki. Potom plati:

(i) Kazdy prvek a € S Ize (aZ na poradi) jednoznacné vyjadrit ve tvaru a = uplfl ...pkr kde p; € P,
k; € N au e I (pfitom predpokliddme, ze p; # p; prol <i < j <r).

(ii) Je-li a = up’f1 Lphrab = vp}fl ...p kdeprol1 <i<rjep; € P, ki €Ny a h; € Ny, pficems
u,v €I ap;, #p; prol <i<j<r,tak me(kl’hl) . prin(erhe) NSD(a, b). Déle plati, Ze b déli a
praveé kdyz h; < k; pro1 < i < r, pricemz b je vlastnim délitelem a, jestlize navic existuji 1 < s,t < r
takova, ze hs < ks a1 < hy.

Diikaz. (i) Jestlize a je invertibilni, tak nutné u = a, » = 0. Pokud a neni invertibilni, existuje vyjddfeni
a=gqi...qs, kde ¢;, 1 < i < s jsou ireducibilni. Ovsem ¢; = u;p;, kde p; € P a u; € I, takze kazdy
prvek lze jisté zapsat v pozadovaném tvaru. Af a = upllcl cophr = Upffl c..plr kde u,v € I, p; € P
a ki,h; € Ng. Af pfitom p;, # p; pro 1 < i < j < r. Kdyby bylo napiiklad k1 < hq, tak up]zC2
ok = vp}fl_klng ...phr, takZe podle 8.2 a 8.10 p1||p; pro nékteré 2 < j < r. To viak odporuje
predpokladanym vlastnostem mnoziny P, a proto k; = h; pro 1 < i < r. Kracenim dostavame u = v,
¢imz je dikaz jednoznacnosti vyjadieni uzavien.
(i) At vplt...pP = b déli a = upf ...pk a at je napiiklad hy > ki. Potom vpl* ~"ph2 . phr dali
u;UIQ€2 ...pF a7 8.2 a8.10 plyne, ze hy — k; = 0, ¢ili hy = k;. Proto h; < k; pro 1 < i < r. Hledejme nyni
NSD(a,b), kde a = up’f1 co.pkrab = vp}fl ...pPh. Bud m; = min(k;, h;) pro 1 < i < r. Z predchoziho
plyne, ze d = p™* ...p[" déli a i b. At ¢ déli rovnéz a i b. Pak ¢ = wpl*...pf", kde w € T a¢; < k;
ac; < h; prol <i<r. Proto c déli d, takze d = NSD(a, b).

Zkoumejme jesté, kdy b = vp}f1 ...pl je vlastni délitel a = uplfl ...pF. Vime, ze pak h; < k; pro
1 <i<r. Jeli h; = k; pro viechna 1 < i < r, je a = uv~!b, takZe a||b. Naopak, z al|b plyne h; = k; pro
1 <4 < r. Déle plati, ze b je invertibilni praveé kdyz h; = ... = h, = 0. Proto je b vlastni délitel a jediné
tehdy, jestlize existuji 1 < s,t < r takova, Ze hy < ks a 1 < hy. O

8.14 Véta. Bud S = S(-,1) komutativni monoid s kracenim. Pak nésledujici podminky jsou ekviva-
lentni.

(i) VS m4 kazdy neinvertibilni prvek jednoznacény ireducibilni rozklad.

(ii) V S existuji nejvétsi spolecni délitelé a soucasné plati, ze kvaziuspofadani délitelnosti je noethe-
rovské.

(iii) Kazdy ireducibilni prvek S je prvocinitelem a soucasné plati, Ze kvaziuspofddani délitelnosti je
noetherovské.

Diikaz. (i) plyne z (i) podle 8.13.
(iii) plyne z (ii) podle 8.10.
(i) plyne z (iii) podle 8.6 a 8.11. O

8.15 Tvrzeni. At S = S(-,1) je komutativni monoid s krdcenim, ve kterém existuji nejvétsi spolecni
délitelé. Potom existuji i nejmensi spole¢né ndsobky, pficemz jsou-li b, c,e, f € S takové, Zze e = NSD(b, ¢)
aef =bc, je f = NSN(b, c). Usporadani S/|| indukované délitelnosti je v takovém piipadé svaz.

Dikaz. Je-li e = NSD(b, c), tak e|be, takze jisté existuje f takové, Ze bec = ef. Bud nejprve e = 1. Pak
je tfeba ukézat, ze bc = NSN(b, ¢). At blh, c|h a h = bg. Potom c|bg, a podle 8.8 ¢ déli g. Tudiz g = cx,
h = bex, belh. Af nyni e # 1, b = eu, ¢ = ev. Pak f = euv a pro d = NSD(u,v) plati, Ze ed|e. Proto
ed|le a1 = NSD(u,v). At b|h a c|h. Pak e|h, a h = ey pro néjaké y € S. Kracenim e dostavame u|y, vly,
a podle prvé ¢asti diikazu plati wv|y. Tudiz f = euv|ey = h. a
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9. Obory integrity

O prvku a komutativniho okruhu R = R(+,-,—,0,1) fekneme, Ze je délitel nuly, jestlize a # 0
a existuje b € R, b # 0 takové, Ze ab = 0. Okruh R = R(+, -, —,0, 1), ktery je komutativni, neni trividlni
a je bez délitelt nuly, se nazyva obor integrity. VSimnéte si, Ze netriviadlni komutativni okruh R je oborem
integrity pravé kdyz R* = R\ {0} je podmonoid R(-,1).

Je-li R obor integrity a a,b,c € R#, tak z ab = ac plyne a(b—¢) =0, odkud b —c =0, a tedy b = c.
To znamena, ze R (-, 1) je komutativni monoid s kracenim.

9.1 Lemma. Konecny obor integrity je komutativni téleso.

Diikaz. At R je konecny obor integrity a a € R, a # 0. Zobrazeni x — ax je injektivni, a protoze R je
konec¢né, je to permutace R. Proto existuje b € R, ze ab = 1. O

9.2 Lemma. Bud R okruh. Potom R[[w]} je obor integrity pravé kdyz R je obor integrity.

Diikaz. Af a =Y aiz* ab= ijxj jsou takové mocninné fady, Ze a # 0 # b. Polozme r = min{;
a; # 0} a s =min{j;b; # 0} Af a b= cpa®. Pak crpo = >0, o aibj = D, aibrys i + arbs +
+ Zs>j ar—i—s—jbj = arbs 7& 0’ takze a - b 7& 0. :

Proa =) a;x" definujeme (formélni) derivaci a'tak, ze a’ je mocninnd fada > (i+1)a,112". VSimnéte
si, ze rovnéz plati @’ = Y, iq;x’ L.

9.3 Tvrzeni. Budte a,b€ R[[z]] ar € R. Pak (a+b) =da’ +V, (ab) =a’b+ab a (ra) =ra’.

Dikaz. At a = Saixt, b = Y bzt Pak (a +b) = S2(i + 1)(aip1 + bir1)xt = >0 + Dag1z® +
+ (i + Dbigaa’ = a’' +8. Dale (ab)’ = 32, ((k+ 1) (X4 joprr @ibi))a® = 300 (1 j g (04 J)aiby) 2 =
= Zk(2i+j:k+1(iai)bj)$k+2k(2i+j:k+l ai(jbj))xk = Zk(ZiJrj:k(i+1)ai+1bj)$k+2k(2i+j:k a;(j+

+1)bj11)x* = a’b + ab’. Kone¢né (ra)’ = r'a +ra’ = ra’, nebof ' = 0. O

9.4 Tvrzeni. At a = > a;z’a b = Y b;x! jsou nenulové polynomy nad oborem integrity R. Potom
deg(a - b) = dega + degb.

Dikaz. At n =dega am =degbaa-b=> cpa*. Podle 2.3 je deg(a -b) < n + m. P¥itom ¢,y =
=3 tjentm a;bj je rovno a,by,, nebot vSechny ostatni s¢itance ve vyjadieni ¢, 4, jsou rovny nule.
O

Pripomenime, ze nenulové prvky okruhu R ztotoznujeme s polynomy nultého stupné.

9.5 Tvrzeni. Bud R obor integrity. Polynom a € Rlx| je invertibilni préavé kdyz dega = 0 a a je
invertibilni v R.

Dikaz. Af a-b=1. Pak dega + degb = deg1 = 0, takze dega = degb = 0. Zbytek je jasny. O

9.6 Véta. Budte R obor integrity a a = Y a;x* ab= > b;x* dva polynomy nad R. At m = degb >0
a by, je invertibilni v R. Pak existuji jednoznacné urcené polynomy q,r € R[x] takové, Zze a = bq+r, kde
degr < m.

Diikaz. Dokazme nejprve, ze uvedené polynomy skutecné existuji. Polozme n = dega. Je-li m > n, tak
staci polozit ¢ = 0 a r = a. Pro n > m budeme postupovat indukci dle § = n — m. Je-li 6 = 0, polozime
q=a,b;' ar =a—qgb. Af je § > 0. Polozme s = a,,b;'2° a ¢ = a — sb. Pak deg c < dega = n a souc¢asné
koeficient u 2™ v ¢ je roven a,, — a,, b, b, = 0, takze deg c < n— 1. Podle indukéntho piedpokladu existuji
polynomy ¢ a r takové, ze ¢ = bt +r, degr < degb. Potom a = ¢+ sb = bt +r +bp = b(t + p) + r, a stadi
polozit g =t + p.

Af a =bgy + 71 = bga + 12 a at plati degry < m a degry < m. Potom b déliry —ry azr; —ry #0 by
podle 9.3(ii) plynulo deg b < deg(r1 —r2) < m. To je spor, takZze musi platit 71 = ra, a tim i g1 = ¢o. O

Bud R obor integrity. Zobrazeni v: R* — Ny (kde R* = R\ {0}) se nazyva eukleidovskou funkci,
jestlize pro libovolné a,b € R plati:

(i) pokud albab#0, tak v(a) < v(b),

(ii) pokud a # 0 # b, tak existuji ¢, € R takové, ze a = bq + r, kde r = 0 nebo v(r) < v(b).
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Obor integrity R, pro ktery lze definovat alespon jednu eukleidovskou funkci, se nazyva eukleidovskym
oborem integrity .

9.7 Véta. Jestlize R je komutativni téleso, tak R[z] je eukleidovsky obor integrity, pfidemz stuperi
polynomu je eukleidovskou funkci.

Diikaz. Pouzij 9.4(ii) a 9.6. O

Obor integrity R se nazyva oborem hlavnich idedli, jestlize kazdy ideal R je hlavni ideal. Jinymi slovy,
obor hlavnich idealt je okruh hlavnich ideali, ktery je oborem integrity.

9.8 Tvrzeni. Kazdy eukleidovsky obor integrity je oborem hlavnich ideali.

Diikaz. Bud v: R#* — Ny eukleidovskd funkce a at I je nenulovy idedl v R. Polozme t = min{v(b);
0#be I} azvolme a € I tak, aby v(a) =t. Pak aR C I. Naopak, je-lib € I, tak b=ag+r, kde r =0
nebo v(r) < v(a) = t. ProtoZe r € I, tak z minimality ¢ dostdvame r = 0, takze b € aR = I. O

Obor integrity R se nazyva Gaussiv, jestlize v R¥(-,1) mé kazdy neinvertibilni prvek jednoznaény
ireducibilni rozklad. (Ve Vété 8.14 jsou formulovany dalsi ekvivalentni podminky:.)

Podle 4.4 je nejmensi idedl obsahujici idedly I a J okruhu R roven I + J. Jsou-li I1,...,I; idealy
okruhu R, tak podle 4.4 je nejmensi idedl obsahujici |J(7;,1 < ¢ < k) roven Y . I; = {by + -+ + by;
b; € I;,1 < i < k}. Je-li R komutativni a I; = a; R, tak >_ I; je nejmensi idedl obsahujici prvky a1, ..., ak,
pri¢emz tento ideél je tvofen vSemi moznymi souéty Y w;a;, u; € R. Mluvime o idealu generovaném prvky
aly...,0k.

9.9 Tvrzeni. Bud R obor hlavnich idealt a a1, ...,a, € R. Pak existuji ui,...,u, € R takové, Ze
Zuiai = NSD(al, “. ,an).

Dikaz. At I je idedl generovany prvky aq,...,a,. Pak existuje d € R, ze I = dR, takze d = > a;u;.
Soucasné d|a; pro 1 < i < n. Jestlize t|a; pro 1 < i < n, tak také ¢| > a;u; = d. O

9.10 Lemma. Bud R obor hlavnich ideali. Pak kvaziusporddani R délitelnosti je noetherovské.

Diikaz. At ag,aq,... je nekonecné posloupnost vlastnich déliteld. Potom pro i € Ny je a; R g a;+1R.
Snadno ovétime, ze I = |J, a; R je idedl, a tedy existuje d € R, pro které je I = dR. To ovSem znamena,
7e d € a;R pro nekteré j € Ny, takZe a;R = dR = a;j41 R, spor. O
9.11 Dusledek. Obory hlavnich ideali jsou Gaussovy.

Diikaz. Pouzij 8.14, 9.9 a 9.10. O

9.12 Tvrzeni. Bud R obor hlavnich idedlii. Potom a € R je prvocinitel pravé kdyz aR je maxim&lni
ideal v R.

Duikaz. Prvek a je prvocinitel praveé kdyz je ireducibilni, tj. pravé kdyz neni invertibilni a nemé vlastni
délitele. Bud I ideél, R 2 I DO aR. Pak existuje b € R, ze I = bR. OvSem bR 2 aR jediné tehdy, jestlize b
je vlastni délitel a. O

Vime, ze v eukleidovskych oborech integrity existuji nejvétsi spolecni délitelé. Tyto obory integrity
dostali sviij nazev podle prastarého algoritmu, ktery umozinuje nejvétsi spole¢né délitele ticinné nachézet.

9.13 Tvrzeni. (Eukleidv algoritmus.) Bud R obor integrity a v: R#* — Ny eukleidovska funkce a at
ao, a1 jsou prvky R#. Budeme definovat posloupnost ag, a1, ... takovymto zptisobem:

(i) Jelii > 1 a a; nedéli a;_1, tak zvolime a;y1 tak, Ze pro néjaké q; € R je a;—1 = a;iq; + a;y1
av(air1) <v(a;).

(ii) Je-lii > 1 a a; déli a;—1, tak poloZzime n = i a posloupnost ukoncime.

Takto vytvoiend posloupnost je vzdy konecnd a a, = NSD(ag, a1).

Dikaz. Konecnost posloupnosti plyne z toho, ze v(a;) > v(air1). NSD(ay,an—1) = an, takZe staci
ukazat, ze pro kazdé 1 < i <n —1 je d||t, kde d = NSD(a;_1,a;) a t = NSD(a;, a;+1). Vidime, ze d déli
ai+1 = a;—1 — a;q, takze d|t. Naopak, t déli a;—1 = a;q + a;4+1, takze t|d. O

Aplikujme nyni dosazené vysledky na eukleidovsky obor integrity T'[z], kde T je komutativni téleso.
Pfitom na T hledime jako na podokruh T'[x]. Multiplikativn{ grupu télesa T' budeme oznacovat T*. (Pro
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téleso T je tedy T rovno T#; obecné pro okruhy tato rovnost vsak neplati, nebof R* oznacuje mnozinu
(grupu) invertibilnich prvki okruhu R.)

Invertibilni prvky T'[x] jsou nenulové prvky télesa T' (viz 9.5). Obor integrity T[z] je eukleidovsky
(9.7), tedy obor integrity hlavnich idedlu (9.8), tedy Gausstv (9.11).

Polynom a = Y a;2* € T[z] nazveme monicky, jestlize aqega = 1 a a # 0. Kazdy nenulovy polynom je
zjevné asociovan pravé s jednim monickym polynomem. Z 8.13 plyne, Ze kazdy polynom a € T'[z] stupné
alespon 1 lze napsat az na poradi jedinym zpiisobem jako cpllCl ...pFr kde py,...,p, jsou navzajem riizné
monické ireducibilni polynomy, k1,...,k, jsou pfirozend &isla a ¢ € T* (pfitom ¢ = ddegq & dega =
=>_ki(degpi) ).

Pro a,b € T[z] plati aT'[x] = bT'[z] pravé kdyZ jsou polynomy a, b v T'[z] asociovany (viz 7.6). Protoze
invertibilni prvky okruhu T'[z] se shoduji s nenulovymi prvky télesa T (viz 9.5) a protoZe prvky jsou
asociovany tehdy, lisi-li se o invertibilni prvek (viz 8.10), vidime, Ze aT'[z] = bT'[z] plati pravé kdyz
polynom a je roven tb pro néjaké ¢ € T. To znamend, Ze hlavni idedl aT'[z], a # 0, 1ze jedingm zptsobem
vyjadiit jako mT [z] tak, aby m byl polynom monicky. Tudiz kazdy monicky polynom obsazeny v aT'[z] je
bud roven m, nebo m4 stupeni vyssi nez dega = degm. V okruhu T'[z] jsou vSechny idealy hlavni, takze
jsme dokéazali, ze kazdy nenulovy ideal je jednoznacné charakterizovan monickym polynomem, ktery ho
generuje.

Prvek a € T nazveme kofenem polynomu a € T'[x], jestliZe polynom x —« déli a. P¥itom z — « je podle
9.3(ii) a 9.5 ireducibilni prvek T[z] pro kazdé o € T. Je-li a = cp* ... pFr rozklad nenulového polynomu a
na ireducibilni polynomy, tak ty z nich, které jsou tvaru x — «, nazyvame korenovymi Ciniteli a. Jsou-li
vSechna p1, ..., p, stupné 1, fikdme, Ze a se rozklida na kotenové cinitele. Je-li p;, 1 < i < r, kofenovy
Cinitel, p; = = — «, tak ¢islo k; nazyvame ndsobnosti kofenu . Jestlize se a rozklada na kofenové Cinitele,
tak dega = > k;. Pocet kofenti, po¢itame-li kazdy tolikrat, kolik ¢ini jeho ndsobnost, je tedy mensi nebo
roven stupni polynomu, pficemz rovnost nastava pravé kdyz se polynom rozkldda na kofenové cinitele.
(Je tieba si uvédomit, ze tyto vyroky se tykaji pouze nenulového polynomu.)

Komutativni téleso T', ve kterém se kazdy polynom a € T'[z], dega > 1, rozklada na kofenové ¢initele,
se nazyva algebraicky uzavrené. Piikladem algebraicky uzavieného télesa je téleso komplexnich ¢isel C.

9.14 Tvrzeni. Bud T téleso, 0 # a € T[z]| a at « je koFen a. Potom « je ndsobnosti alespori 2 pravé
kdyz je také korenem a’.

Diikaz. Af je a = (x — )b pro vhodné b € T'[x]. Madme o’ = b+ (x — o)V, takze x — a déli o’ praveé kdyz
x —a déli b. O

9.15 Dusledek. Bud' T téleso, a € T[x] a at NSD(a, a’) = 1. Potom a nemé vicendsobné koreny. O

9.16 Tvrzeni. Budn € N, T téleso a at charT nedéli n. Pak polynomy =™ — 1 a ™! — x nemaji
vicenasobné koreny:.
Diikaz. Polynom (z" — 1) = nz"~! = (n-1)z"~! je asociovan s polynomem x"~!, nebot z toho, 7e
char T nedéli n, plyne n-1#0. Je 2” —1 =2 -2""! — 1, a proto NSD(z" — 1,2""1) = 1.

Polynom 2" —x = x - (™ — 1) m4 za kofeny nulu a vechny kotfeny polynomu z" — 1. Protoze nula
neni kofenem polynomu z” — 1, nemtize mit ani polynom z"*! — x jakykoliv vicenasobny koten. a

Jsou-1i S O R do sebe viazené komutativni okruhy a « je prvek S, definujeme dosazovaci homomor-
fismus jo: R[x] — S tak, ze jo (> a;xt) = a;af pro kazdé a = > a;axt € R[z].
9.17 Lemma. j,: R[z] — S je homomorfismus okruhi.
Diikaz. Pro polynomy a = Y a;z° a b = Y bzl jists plati jo(a + b) = ja(a) + ja(b). Podobné pro
a-b=c=3 crr" je ja(c) = 34 (X4 jop aibj)o® = (3 aia’)(30b07) = ja(a)ja(b). O
Misto ju(a) se vétsinou piSe a(a). Ale oznaceni j, budeme pro dosazovaci homomorfismus déle pou-
zivat také.
9.18 Tvrzeni. Bud T komutativni téleso, a € T[x] a a € T. Pak « je kofen polynomu a pravé kdyz
a(a) = 0.
Dikaz. Af a = (x—a)bprob € T[z]. Podle 9.17 je fo(a) = a(a) = (o —a)b(a) = 0. Naopak, at a(«) =0
aa=(r—a)g+r, kdedegr <0 (¢ili r € T). Potom 0 = a(a) = (o — a)q(e) + () = 7. O

Bud T komutativni téleso a at a € T[z] je nenulovy polynom. Podle 9.6 pro kazdé b € T[x] existuje
jediné r € T'[z], ze b = r mod aT'[z] a degr < dega. Jinymi slovy, mnozina U = {u € T[z];degu < dega}
tvoFi transversalu kongruence mod aT'[x]. Je-li T kone¢né, |T'| = ¢, dega = n, pak ma U ¢™ prvki.
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Okruh indukovany transversédlou U budeme znacit (T[z])a Séitani v (T[x])a odpovida s¢itani v T'[z],
ale nésobeni je tfeba podcitat jako zbytek souc¢inu v T'[z] po déleni polynomem a. P¥itom u +— u + aT'[z]
poskytuje izomorfismus (T'[z]), = T[x]/aT[x]. Je-li aT'[z] maximalni ideél, je podle 4.6 okruh (T'[z]),
komutativnim té&lesem. P¥itom podle 9.12 je aT[z] maximalni ideal pravé tehdy kdyZ a je ireducibilni.

Piedstavme si, Zze T' je rovno Z,, kde p je prvocislo. Vidime Ze staci nalézt ireducibilni polynom
stupné n, abychom uméli sestrojit téleso radu p”. Pozdéji ukazeme, Ze takovy polynom vzdy existuje
a ze vsechna télesa radu p” jsou vzajemné izomorfni.

9.19 Tvrzeni. At R je komutativni okruh a a,b € R. Pak pro kazdé n € N plati (a + b)" =
=3 (7)a'b" O
i=0

Uvedené tvrzeni je zndmé jako binomicka véta a jeho ditkaz zde neni tfeba uvadét, nebot ho lze provést
stejnym postupem, jaky se pouziva pfi bézném dikazu binomické véty pro realna cisla.

Je-li p prvocislo a plati 1 < i < p, tak je (f ) délitelné ¢islem p (nebot (f ) lze zapsat ve tvaru zlomku,
jehoZ jmenovatel neni délitelny p a citatel je délitelny p.) Cinitele (f ) a'd" ™" v zapisu binomické véty
maji charakter iterovaného s¢itani. (Zapisovali jsme je téz ve tvaru (f ) x a'b"~* — viz kapitola 5). Proto
podle 5.7 plati
9.20 Dusledek. At R je komutativni okruh charakteristiky p. Pak pro vSechna a,b € R plati (a+b)? =
= aP + bP. O
9.21 Dusledek. At R je komutativni okruh charakteristiky p. Pak zobrazeni a — a? je endomorfismem

tohoto okruhu. O

Endomorfismus a — a” se nazyva casto Frobenitv endomorfismus. Jestlize toto zobrazeni iterujeme
’ ’ k . v/ v o . . v o. v 7
k-krat, dostaneme zobrazeni a +— aP . To je v pripadé okruhti charakteristiky p samoziejmé také endo-
morfismem.

9.22 Tvrzeni. At T je komutativni téleso charakteristiky p a at je k € Ng. Pak U = {a € T a?’ = a}
je podtéleso T'.

Diikaz. Skutecnost, Ze U je uzavieno na s¢itani a nadsobeni plyne z faktu, ze a — a?" je endomorfismus U.
Je-lia+b=0 (neboa-b=1),jei a?’ + 7" =0 (nebo a?’ bt = 1). Protoze opacné a inverzni prvky
jsou urceny jednoznac¢né, plyne v téchto piipadech z a € U také b € U. O
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10. Cyklické grupy

Af G je cyklickd grupa generovana prvkem g. Je-li f:G — H homomorfismus grup, tak z hodnoty
f(g) € H miizeme odvodit hodnotu f(a) pro kazdé a € G. Musi totiz byt a = g* pro n&jaké i € Z, takze
f(a) = (f(g))!. Homomorfismus z cyklické grupy je tedy plné uréen hodnotou obrazu svého generatoru.

Tuto skutecnost pouzijeme k popisu grupy endomorfismu cyklické grupy. Protoze kazda cyklicka grupa
je izomorfni Z(+, —,0) nebo Z,(+, —,0),n > 1, tak staci popsat endomorfismy téchto grup.

10.1 Tvrzeni.
(i) Zobrazeni a — ma, kde m probiha vsechna cela ¢isla, jsou pravé vSechny endomorfismy Z(+, —, 0).
(ii) Zobrazeni a — ma, kde m probihd Z.,,n > 0, jsou pravé vSechny endomorfismy Z,(+.—,0).

Diikaz. Dané zobrazeni jsou jisté endomorfismy (napiiklad proto, Ze uvazované grupy lze pokladat za
okruhy). Prvek 1 je v kazdé z uvazovanych grup generatorem. V jiz popsaném souboru endomorfismi
existuje tedy pro kazdy prvek m dané grupy endomorfismus, jenz zobrazuje 1 na m. Proto nemohou
zadné dalsi endomorfismy existovat. a

Bud n > 0. Je-li d > 0 délitel éisla n, n = ¢d, pak dZ, = {0,d,...,(q — 1)d} je jisté jak podgrupa
Zn(+,—,0), tak idedl okruhu Z,(+, -, —,0,1). P¥itom dZ, mé ¢ prvki a je to cyklickd grupa, pfiéemz d
je jeji generator.

10.2 Tvrzeni. Budn > 0.

(i) Je-lia € Zyn,a # 0, tak podgrupa Z.,(+, —,0), kterd je generovana prvkem a, je rovna dZ,, kde
d = NSD(a,n).

(ii) Je-li A netrivialni podgrupa grupy Z,(+,—,0), pak A = dZ,, pro néjaké d > 0, kde d déli n.

Dikaz. At je a € Zp,a # 0, a at d = NSD(a,n). At A = {i X a;i € Z} oznacuje cyklickou podgrupu
Z.(+,—,0) generovanou prvkem a. Protoze dZ,, i A jsou cyklické grupy, staci k ditkazu jejich rovnosti
ovétit d € A a a € dZ,. Podle 9.9 existuji celd ¢isla u, v takova, ze d = au + nv. Proto je au = d mod n
ad=uxa€ A. Naopak a = qd pro néjaké ¢ > 0, takze a € dZ,,.

Af je nyni A néjakd netrividlni podgrupa Z,,. Polozme d = min{a € A,a # 0}. Je-li a € A,a # 0, pak
a = dq+r pro néjaké celd ¢islagar, 0 <r <d. Pakr =a— (¢ xd) lezi v A, takze je r = 0 a A je rovno
A2, O

10.3 Dusledek. Pro A C Z,, n > 0, jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(i) A je podgrupa,
(ii) A je cyklickd podgrupa,
(iii) A je idedl,
(iv) A je hlavni ideal,
(v) A=dZ,, kde d =0 nebo d déli n, d > 0. O

10.4 Dusledek. Cyklickd grupa G konecného Fadu n obsahuje pro kazdé d|n pravé jednu podgrupu
fadu d. O

10.5 Tvrzeni. Bud'n > 1. Pro a € Z,, je ekvivalentni:
(i) prvek a generuje Z,(+,—,0),
(ii) a je invertibilni prvek okruhu Z,,
(iii) endomorfismus i — ai grupy Z,(+, —,0) je automorfismus.

Dikaz. Z aZ,, = Z, plyne ab =1 pro néjaké b € Z,,. Proto (i) implikuje (ii).

Je-li p:i — ai, tak Im e je podgrupa Z,. To znamend, Ze ¢ je surjektivni (a tim i bijektivni —
jde o konefné mnoziny) pravé kdyz 1 € Im¢. To je ovSem splnéno pokud je a invertibilni. Proto (ii)
implikuje (iii).

Je-li ¢ automorfismus, musi a generovat Z,(+, —, 0), nebot automorfismus zobrazi generator (kterym
je naptiklad prvek 1) opét na generédtor (kterym musi byt prvek a). O

Bud n > 1. Pocet invertibilnich prvkt okruhu Z,, je podle 10.5 a 10.2 roven poé¢tu p¥irozenych &isel k,
0 < k < n, jez jsou nesoudélna s n. Tento pocet se oznacuje ¢(n), pfi¢emz ¢ se nazyva Eulerova funkce.
Pro p prvodislo je zjevné ¢(p) = p — 1, ¢(1) je rovno 1.

Ozna¢me nyni na chvili pro kazdé a € Z,, an > 0 prvek b € Z,,, b = a mod n jako a mod n.

Bud n,m € N nesoudélna. Pak pro kazdé a € Ny plati, ze

(i) NSD(a,n) = NSD(a mod n,n) a NSD(a, m) = NSD(a mod m, m),
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(ii) NSD(a,nm) = 1 pravé kdyz NSD(a,n) =1 a NSD(a,m) = 1.

Mizeme tedy Fici, ze NSD(a,nm) = 1 pravé kdyZ a mod n je invertibilni v Z,, a a mod m je invertibiln{
V L.

10.6 Lemma. At n,m € N jsou nesoudélna ¢isla. Pak o(nm) = o(n)p(m).

Dikaz. Uvazme zobrazeni a — (a mod n,a mod m) ze Zpm, do Zp, X Zip,. At a,b € Zy,y, se zobrazi stejné
ab > a.Pak (b—a) mod n =0 = (b—a) mod m, takZe nm déli b—a, a tudiz a = b. Zobrazeni je injektivni,
a proto i bijektivni. Pocet invertibilnich prvki Z,, je tedy roven poctu dvojic (u,v) € Z,, X Z, takovych,
7e u je invertibilni v Z,, a v je invertibilni v Z,,. Takovych dvojic je ovSem pravé ¢(n)e(m). O

10.7 Lemma. ¢(p") = (p — 1)p"~! pro kazdé prvocislo p a kazdé r € N.

1

Dikaz. a € Zpr neni invertibilni pravé kdyz pla. V Z - je pravé p™—' nasobku p. O

7 10.6 a 10.7 okamzité plyne:
10.8 Tvrzeni. Atn = pi'py*...p" €N, kde p1 < pa < ... < py jsou prvocislaar; > 0,1 <1 < k.
Pak o(n) = pi* tp2t .. .pzk_l(pl —Dp2—1)...(pr — 1). O
Invertibilni prvky Z,, n > 1, tvoii multiplikativni grupu. Tato grupa ma fad ¢(n). Rad kazdého jejiho
prvku proto musi délit p(n) a a?™ = 1 pro kazdé a z této grupy. Dokazali jsme:
10.9 Tvrzeni. At a,n € N jsou nesoudélnd ¢isla. Pak a¥(™ =1 mod n. O
(Pro n prvodislo je vztah 10.9 zndmy jako Mala Fermatova véta.)
10.10 Tvrzeni. Budn € N. Jestlize k|n, tak Z,(+, —,0) obsahuje pravé p(k) prvki fadu k.

Diikaz. At r = 7. Podle 10.2 a 10.4 m& a € Z,, tad k prévé kdyz a generuje rZ,, ~ Z. Ovsem Z; ma
pravé (k) generdtori. O

10.11 Dusledek. Budn € N. Pakn =3, ¢(k). O

10.12 Tvrzeni. Bud T komutativni téleso a G C T* néjakd podgrupa (tj. G je mnoZina uzaviens na
nésobeni a inverzni prvky). Je-li G konecn4, tak je cyklicka.

Dikaz. Polozme n = |G| a pfipomenme, ze fad kazdého prvku G déli n (Lagrangeova véta). Pro
délitel k Cisla n oznaCme t; pocet prvki Ffadu k. Protoze kazdy prvek ma néjaky fad, musi platit n =
=Y ti. Grupa G bude cyklick4, je-li t,, > 1 (a pak je t,, = ©(n), kde ¢ oznacuje Eulerovu funkci). Podle
8.14 mame n = > (k). Neni-li G cyklicka, je 0 = ¢, < ¢(n), takze pro néjaky vlastni délitel k ¢isla
n musi platit ¢, > (k). Pfedpoklddejme, Ze tomu tak je, zvolme prvek a € G fadu k, a ozna¢me A
podgrupu timto prvkem generovanou. Ta ma k prvkd, z nichz ¢(k) ma ¥ad k. Z t, > p(k) plyne, Ze musi
existovat alespoil jeden prvek b € G, jenz je fadu k, ale nelezi v A. Kazdy prvek A je kofenem polynomu
¥ — 1. Ale i prvek b je kofenem tohoto polynomu. To znamena, Ze polynom x* — 1 mé pFinejmensim
|A| + 1 = k 4 1 rtznych kofent. To je ov8em spor, takZe grupa G skuteéné musi byt cyklicka. O
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11. Grupy a jejich reprezentace

Teorie Abelovych grup a obecnych nekomutativnich grup se dosti odliSuje — naptiklad vSechny
kone¢né Abelovy grupy lze pomérné snadno popsat jako soucin grup cyklickych, avsak teorie kone¢nych
grup je velmi obsahla a slozitd. Pfitom je patrné, Ze pocet a rozmanitost koneénych grup je takového
stupné, Ze nelze uvazovat o jejich popisu néjakym vyctem. Proto je dilezité vybudovat takové pojmy,
které by dovolovaly alespoii hrubou klasifikaci (koneéngch) grup.

At A(+,—,0) je Abelova grupa. Prvek g € A se nazyva torzni, jestlize je ng = 0 pro néjaké n > 0.
Jinymi slovy, prvek je torzni, je-li koneéného fadu. Sama grupa A se pak nazyva torzni, jsou-li torzni
vSechny jeji prvky. Mnoziné vSech torznich prvkia grupy A se fika jeji torzni édst. Je-li na = 0 = mb pro
a,be Aan,méeN, jenm(a+b) =0, takze vidime, Ze torzni ¢ast tvofi podgrupu A.

Af je p > 0 n&jaké prvocislo a polozme A,y = {a € 4; pFa = 0 pro n&jaké k > 0}. Je-li p"a = 0 = p°b,
je pax(rs) (g 4 b) = 0, takze A(p) je podgrupa A. Této podgrupé se tikd p-primdrni komponenta.

Af a € A je prvek fadu n :p’fl...p’jfr, kde 2 < p; < ... < p, jsou prvocisla a k; > 1,1 < < r.
Polozme ¢; = n/pi” a at h; jsou takova, ze 1 = > h;q;, 1 < i < r. Existence ¢isel h; plyne z 9.9, nebot
NSD(qy,...,q-) = 1. Pak a je rovno Y (gihi)a, pFicemz p¥ (q;hi)a = (nhi)a = hi(na) = 0,1 < i < r.
Vidime, Ze kazdy prvek a € A je moZno vyjadiit jako souéet koneéné mnoha prvki, z nichz kazdy patii
do néjaké p-primarni komponenty, p prvocislo. Mnozinu vSech prvocisel oznacime P.

11.1 Tvrzeni. At A(+,—,0) je torzni Abelova grupa. Definujme zobrazeni f: @peﬂl’ Ay — A tak,ze
f(a) =3 cpa(p). Pak f je izomorfismus grup.

Dikaz. Podle predchoziho je mozné kazdy prvek vyjadrit jako soucet prvkl z p-primarnich komponent.
Proto je f surjektivni. Jsou-li a,b € @ A, je f(a+0b) = (a+b)(p) = > a(p)+ > b(p) = f(a)+ f(b).
Zbyva tedy ukédzat, ze je Ker f = 0. At jsou a € Kerf, p € P, Q = P\ {p} a b = f(a) — a(p). Pak
b=73,cqa(q) ajeli n soucin fadd prvki a(q), ¢ € Q, je nb = 0, pfi¢emz p nedéli n. Pak n - a(p) je
podle 10.5 stejného fadu jako a(p), pficemz a(p) = —b implikuje n - a(p) = 0. Je tedy a(p) = 0, a tedy
ia=0. O

O prvcich g, h grupy G = G(-, 71, 1) fekneme, 7e jsou konjugované, jestlize existuje a € G, ze h =
= aga~!. Pidme h « g, je-li h konjugované s g.

11.2 Lemma. Relace « je ekvivalence na G.

Dikaz. Volbou a = 1 dostavime g « g a pFechodem k a~! ovéiime h v g <= g « h. At h = aga™!

a k = bhb~1. Pak k = (ba)g(ba)~*. O

Ke kazdé permutaci o € Sy, s (aplnym) cyklickym zadpisem (a11...a1k,) .- (@m1 - - - @mk,, ) se definuje
jeji typ t1,t2,t3, ... tak, ze t; udava pocet cykla délky j (tedy pocet i,1 <1i < m, ze k; = j). (Naptiklad
permutace (12)(34) z S4 mé typ 0,2,0,...).

Je-li ¢ € Sy, je pap™! rovno (¢(air)...(aik)) ... (@(am1) ... ¢(amk,,)). Vidime, ze dvé permutace
maji stejny typ pravé tehdy, jsou-li v S,, konjugované.

Je-li N normalni podgrupa S, tak s kazdym o € N musi v N lezet vSechny permutace téhoz typu.
Ukazuje se, 7ze pro n # 4 mize byt N rovno bud jedné ze dvou nevlastnich normélnich podgrup (tj. Sy,
nebo 1), nebo alternujici grupé A,, = Kersgn, kde sgn: S,, — {+1, —1} je zobrazeni, jez udava znaménko
permutace (v zékladnim kurzu linedrni algebry se ukazuje, Ze sgn je homomorfismus grup).

Grupa, kterd nema vlastni normalni podgrupu a ktera neni trividlni se nazyva jednoduchd. Grupa
sudych permutaci A,, je jednoducha pro kazdé n > 2, n # 4.

Pro n = 4 tvofi Kleinova grupa {(1)(2)(3)(4), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} normélni podgrupu jak Sy,
tak A,. Dtkaz je snadny. Nejprve ovéfime, Zze uvedeny systém permutaci je uzavieny na skladani a poté
si v8imneme, Ze obsahuje v8echny permutace z Sy typu (0,2,0...).

V mnoha aplikacich je velmi dilezité védét o zpusobech, kterymi lze danou grupu vnotit do néjaké
vyznamné grupy — naptiklad Sq, kde © je ur¢itd mnozina, nebo do grupy M3(T') invertibilnich (tj.
reguldrnich) matic ¥addu n nad télesem T

Kazdy homomorfismus G — Sg se nazyva pisobeni (akce) G na Q, kazdy homomorfismus G — M¥(T)
se nazyva (maticovou) reprezentact. Je-li jadro uvedenych homomorfismii trividlni, mluvime o vérném
pusobeni a vérné reprezentaci G.

Ptlisobeni na mnoziné i maticové reprezentace lze samoziejmé definovat i pro monoidy a pologrupy
(pak jde o homomorfismy do T a do monoidu M, (T)(-,1)).
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Pripomenme, Ze pro binarni operaci - na S znaci L., a € S, levou translaci x — ax.

11.3 Tvrzeni. At M(-,1) je monoid. Pak zobrazeni a — L, je vérnym ptsobenim monoidu M na

mnoziné M.

Dikaz. Pro a,b € M je Lgp(x) = (ab)x = a(bx) = Lo(Lp(x)) pro kazdé = € M, takze Loy, = LoLp.

Odtud vidime, Ze jde o pusobeni. Z L, = L; plyne a = L, (1) = Ly(1) = b, takze jde o piisobeni vérné.
O

Pusobeni uvedené v pfedchozim tvrzeni se nazyva reguldrni. Je-li G grupa, tak je L, permutace G pro
kazdé a € G podle 3.4. Pro kazdou grupu proto existuje alespon jedno vérné pisobeni na mnoziné. Nyni
zkonstruujeme pro kazdou podgrupu H grupy G jisté ptisobeni (které vSak jiz nemusi byt vzdy vérné)
tak, aby regulédrni ptisobeni odpovidalo volbé H = 1.

11.4 Tvrzeni. At G je grupa a H jeji podgrupa. Polozme Q = {bH,b € G}; a definujme p: G — Sq
tak, ze p(a)(bH) = (ab)H pro vSechna a,b € G. Potom ¢ je pusobeni G na ).

Dikaz. At a,b,c € H. Je-li bH = cH je (ab)H = (ac)H, takze zobrazeni p(a) € Tq je definovano
korektné. Dale (¢(a)p(b))(cH) = ¢(a)(¢(b)(cH)) = (ab)(cH) = p(ab)(cH) poskytuje p(ab) = ¢(a)p(D)
pro viechna a,b € H. Protoze plati ¢(a)p(a™!) = p(a™t)p(a) = idg = ¢(1), je p(a) € Sq, takze ¢ je
homomorfismus podle 5.5. (]

11.5 Dusledek (Poincarého véta). At H je podgrupa grupy G a plati |G:H| = n, n € N. Pak
existuje N C H normélni podgrupa G, jez spliiuje |G:N| < nl.

Diikaz. Mnozina ©Q ma n prvki, takze je |Imyp| < |Sq| = nl. Polozme N = Kery. Pro a € N je
©(a) = idq, takze specialné plati aH = H, a tedy a € H. Obecné plati, Ze pro kazdé a € Im ¢ je o~ (a)
rovno né&jakému bloku ker f, a tedy vlastné prvku G/N, takze |Im | = |G:N|. d

UvaZme nyni permutaci o € S,, a definujme k ni 0,1-matici M («) Fadu n tak, ze M(a); ; = 1 pravé
kdyz a(j) = i. Je-li B € S,, n&jaka dalsi permutace, tak M («)M () mé na misté (4, ) hodnotu riiznou
od 0 jen tehdy, existuje-li k tak, ze M (c);r # 0a M(8)k,; # 0. Tyto podminky lze vyjadfit jako a(k) =i
a 3(j) = k. Pficemz vidime, Ze takové k mize existovat nanejvys jedno, a jeho existenci lze vyjadfit jako
(a0 fB)(j) =i. To znamend , ze M(ao 3) = M(«a)M(B) pro vSechna «, 8 € S,,. Pfitom M(1) = M(1g,)
je rovno jednotkové matici, M (a)M(a~') = M(1) = M(a~')M(a) plati pro kazdé o € S,,. Vidime, ze
M («) je matice regularni (lze také snadno ukazat, ze je det M(a) = sgn(«)). Mizeme tedy vyslovit

11.6 Tvrzeni. At T je téleso an € N. Pak a« — M («) je vérnou reprezentaci S, nad T. O

Z libovolného pusobeni grupy G na néjaké n-prvkové mnoziné Q@ = {wi,...,w,} miZeme ztotoz-
nénim w; a @ dostat reprezentaci g — M(p(g)). Vyjdeme-li pfitom z reguldrniho ptusobeni, dosta-
neme tak takzvanou reguldrni reprezentaci. To ovSsem nejsou reprezentace jediné. Napiiklad pritazeni
i COS(%QTF) + isin(%Zﬂ) je vérnd reprezentace Z,, n € N, maticemi fadu 1 v télese C. Jiny, trochu

11.7 Lemma. At A = (a;;), B = (b;j) a C = (¢;;) jsou ¢tvercové matice Fadu n nad komutativnim
telesem T'. Piedpoklddejme, ze B je reguldrni a ze C = BAB™' . Pak >\ ai; = Y 1, Cii.
Dikaz. Polozme B~! = (b;]) Pak Zj b}cjbji = 0;; pro véechna 7 a k, kde 1 <i<nal <k <n.
Vyjdeme-li ze vzorce pro nasobeni matic, tak plati >, cii = >_; i bijajuby; = 325, aje(320; bibij) =
=2, ajj- O
Je-li A = (a;;) étvercova matice fadu n, tak > | a;; se nazyva stopa matice A a zna¢ise Tr A. Z 11.7
plyne, Ze podobné matice maji stejnou stopu.
Je-li nyni ¢: G — M} (T') reprezentace a T' je komutativni téleso, nazyva se zobrazeni x = x,, x(g9) =

= Tr(p(g)) pro kazdé g € G, charakterem grupy G. Charakterem je tedy kazdé zobrazeni G — T, které
je rovno X, pro néjakou reprezentaci .

11.8 Lemma. At T je komutativni téleso G grupa a x: G — T charakter. Jsou-li g a h konjugované
prvky G je x(g) = x(h).

Diikaz. Af x = x,, proreprezentaci ¢. Existuje a € G, Ze g = aha ™!, takze matice ©(g) = p(a)p(h)p(a™t)
je podobna matici ¢(h). Zbytek plyne z 11.7. O

Vidime, Ze charaktery lze chépat jako zobrazeni z G/« do T, kde « zna¢i ekvivalenci konjugace.
Studiem takovych zobrazeni 1ze pomérné rychle ziskat mnoho hlubokych poznatkt o reprezentacich
grup. To by vsak pfesahovalo rdmec tivodniho kurzu obecné algebry.
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Jesté ukazeme souvislost reprezentaci grup a modult nad grupovymi okruhy.

11.9 Tvrzeni. At T je komutativni téleso, n € N a ¢: G — M X(T) reprezentace grupy G. Oznaéme
pismenem V standardni vektorovy prostor nad T' dimenze n. Pak V' Ize chapat jako levy modul grupového
okruhu T'G, jestlize pro kazdé a =Y a,g € TG au = (u1,...,u,) €V polozime a-u =" az(¢(g) - ul)
(kde u™' je sloupcové matice tvorena hodnotami uy, . .., uy).

Dikaz. Zobrazeni : G — M3 (T) miZzeme rozsifit na zobrazeni ¢: TG — M¥(T) tak, ze ¥(3_ agg) =
= > agp(g). Je ziejmé, ze 1 je sluditelné se s¢itdnim. Dokdzeme, Ze pro a = Y a,g a b = Y byh,
kde g i h probihaji G, je ¥(a)(¥(b)(ul)) = 1 (ab)(uT) pro vsechna u € V. Vskutku ¢ (a)(¢(b)(u?)) =
= 1(a) 32, (bnp() () = 32, agbnp(g)(p(h) (™)) = 324 (3 g agbn) (k) (") = ¢(a - b)(u"). Tim

je dokdzana rovnost a - (b-u) = (a - b) - u. Ostatni vztahy se oveii zcela pfimocare. O

Na zaveér této kapitoly uvedeme jako priklad reprezentace a charaktery symetrické grupy S3 nad C.
V této grupé mé ekvivalence G/« tii bloky — ozna¢me je I (identita), D (dva dvojcykly) a T (tfi
transpozice). Kazdy charakter 1ze podle 11.8 chépat jako zobrazeni z {I, D, T} do C.

Existuji t¥i (takzvané ireducibilni) charaktery, ozna¢me je xo, x1 & x2. Jsou definovény tak, ze xo(I) =
=x0(D) =x0(T) =1, xa(I) =x1(D) =Llaxi(T) = -1l ax2(I) =2, x2(D) = ~1 a x2(T) = 0.

Tyto charaktery jsou linedrné nezavislé, takze kazdou linedrni funkci ¢: V' — C, kde V je vektorovy
prostor s bazi {I, D, T}, lze zapsat jako jejich linedrni kombinaci. Lze dokdzat, ze tomu tak je vzdy
— totiz, Zze pro kazdou kone¢nou grupu existuji jakési charaktery (fikd se jim, jak jsme jiz uvedli,
ireducibilni), kterych je stejné jako blok ekvivalence «, a které jsou linedrné nezavislé. Existuji metody,
jak tyto charaktery pocitat bez toho, Ze by se pocitaly jim odpovidajici reprezentace. Jejich popis by
v8ak byl mimo ramec tohoto tvodniho kurzu.

Charakter xo lze ziskat z trividlni reprezentace pg: S5 — MT(C) = C*, kde ¢o(g) = 1 pro vSechna
ge€aqG.

Za 1 mizeme vzit znaménko permutace sgn, kdyZ sgn interpretujeme jako zobrazeni z S3 do C*. (Je
Imsgn={-1,1} aKersgn = A3 =1UT.)

Teprve yo vyzaduje malicko naro¢néjsi konstrukci. Zvolme za A matici (3 g), kde o = f% + ‘/g

-1
1 —‘/75), a za U matici ((b) bO
z prvki D jako a a jeden z prvki T jako u, a definujme o tak, ze po(a™!) = AFL po(u) = U, @o(au) =
= AU a p2(ua) = UA. Identita se samozfejmé musi zobrazit na jednotkovou diagonalni matici. Ovéftit,
7e s je (vérna) reprezentace S3 s charakterem ys je nyni jiz snadné.

(takze & = — ), kde b je libovolné nenulové ¢islo. Ozna¢me jeden
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12. Torzni soudiny

Af R je okruh. Hovofime-li o0 modulu g M, minime tim levy modul M nad okruhem R. Podobné se
Npg vztahuje k pravému modulu N nad R.

Pro kazdou Abelovu grupu A lze definovat skalarni nasobeni Z x A — A vztahem n-a =n X a pro
vSechnan € Z a a € A. Lze snadno ovérit, ze kazdé takto definované skalarni nasobeni spliiuje pozadavky
kladené na levy modul A nad Z (rovnost (n +m)-a =n-a+ m-a je dokdzana v 5.6 (iii), z ni indukci
plyne n - (ma) = (nm) - a; rovnost n- (a +b) = n-a+m - b je okamzity disledek komutativity s¢itani).
Proto A muzeme povazovat za modul zA. Jelikoz u komutativnich okruhi neni mezi levymi a pravymi
moduly rozdil, tak Ize mluvit i o modulu Az.

(Je-li totiz R komutativni okruh a M je levy modul nad R, tak skalarni ndsobeni o definované vztahem
aor = r-a poskytuje strukturu pravého modulu. Klicovou rovnosti pfi ovéfovéni je vztah a o (r-s) =
=(r-s)ra=(s'r)ra=s-(r-a)=r-a)os=(aor)os.)

Vedle okruhu R budeme uvazovat jesté okruh S. Mluvime o bimodulu Mg (nebo R, S-bimodulu M),
jestlize

(i) M je levy modul nad R,

(ii) M je pravy modul nad S, a

(iii) (r-m)-s=7r-(m-s) pro véechnar € R, s€ Sam ¢ M.

Je zfejmé, ze kazdy modul nad komutativnim okruhem R lze povazovat za bimodul pMpg. Je-li R
obecny okruh a M pravy modul nad R, tak pro vSechnan € Z,r € Ram € M médme n X (m-r) =
= (n x m) - r, takze Mg je téZz bimodul zMpg. Podobné lze gk M povazovat za bimodul rMz. At jsou
nyni R, S a T okruhy a at jsou dany bimoduly pMgs a sNr. Nagim cilem bude zkonstruovat bimodul
r(M ® N)rp, ktery se nazyva torznim soucinem (bi)moduld M a N.

Pro kazdé m € M a n € N oznacime U, , Abelovu grupu definovanou na mnoziné {i(m,n); ¢ € Z}
tak, ze i(m,n)+j(m,n) = (i+j)(m,n) pro vSechna celd i a j. Zobrazeni i — i(m,n) je tedy izomorfismus
Z a Uy p.

Polozime U = ) Upm.,n. Grupa U je izomorfni direktni sumé takového poctu kopii Z(+, —, 0),

(m,n)eEM XN
kolik je velikost (mohutnost) mnoziny M x N. Jeji prvky mizeme zapisovat ve tvaru Y ¢y n(m,n),
pfiéemz jen kone¢né mnoho koeficientlt ¢, » je nenulovych. Misto 1 (m,n) a (—1) - (m,n) piSeme pouze
(m,n) a —(m,n).

Na U definujeme skaldrni nasobeni zleva tak, ze 7 - (D ¢pmn(m,n)) = > cmn(r - m,n) pro kazdy
prvek U a kazdé r € R. Je-li u € U, tak jisté plati (r1 +r2) - u=r1-u+re-uary-(ro-u)=(r1-re) u
pro libovolnd r1, 72 € R. Podobné je zfejmé r - (u; +ug) =7 -ujg + 7 - ug, kde r € R a uj,us € U, takze
vidime, ze U je levy modul nad R.

Analogicky vztah (3 cmn(m,mn)) -t = > ¢mn(m,n - t) poskytuje na U strukturu pravého modulu
nadT.Je-liu=> cmn(m,n) eU,r € Rat € T, tak (ru)t= (3 cmn(rm,n))t=> cpn(rmmnt)=
=7 cmn(m,n-t)) =r-(u-t), takZe vidime, Ze mizeme mluvit o bimodulu rUy.

Definujme nyni podmnoziny Ag, As a Ar Abelovy grupy U(+, —,0) tak, ze

Ar = {(m1,n) + (ma,n) — (m1 +ma,n); my,ms € M anec N},
As ={(m-s,n)—(m,s-n); me M, ne N asecS},
A7 = {(m,n1) + (m,n2) — (m,n1 +na); m € M any,ng € N},

a polozme A = Ap U As U Ar.

Af V oznacuje podmnozinu U tvofenou vSemi hodnotami ija; + - -+ + irag, kde i1,...,7x jsou celd
Cisla a a1, ..., ax jsou prvky A. Je-li k rovno nule, tak hodnotou souctu je Oy . Vidime, ze V' je podgrupa
U(+,—,0). Pfitom pro vSechna m, my,ma € M, n,n1,n2 € N a s € S plati

(m1,n) + (m2,n) = (mq + ma,n) mod V,
(m-s,n)=(m,s-n)modV, a
(m,n1 + ng) = (m,n1) + (m, n2) mod V.
Je zfejmé, ze kazda podgrupa V grupy U, ktera by spliiovala predchazejici tii vztahy, musi obsahovat
nami definovanou podgrupu V. Muzeme tedy fici, ze V je nejmensi podgrupa U, ktera je spliuje.
Nyni ovétime, ze V' je uzaviend i na skalarni ndsobeni. K tomu sta¢i nahlédnout, Ze pro vSechna a € A,
reRateTjer-acAaa-teA.
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Vskutku, 7 - ((m1,n) + (mz2,n) — (m1 +ma,n)) = (r-my,n) + (r-ma,n) — (r-my +r-mg,n) € Ag,
r-((m-smn)—(mys-n)) =@ -(m-s),n)—(r-ms-n) = ((r-m)-s,n)—(r-ms-n) € Aa
r-((myn1) + (m,na) — (m,n1 +n2)) = (r-m,ny) + (r-m,nz) — (r-m,ny +ng) € A. Podobné se ukaze
uzavienost na skalarni nasobeni zprava.

Torzni sou¢in M @ N = pMg ® sNr se definuje jako U/V. Protoze U i V jsou (R, T)-bimoduly, je
M ® N také (R, T)-bimodul. Roli okruhu S lze zdtraznit tak, Ze se misto M ® N pise M ®g N.

Prvky M ®@N jsou podle definice tvofeny mnozinami (3 ¢, n(m,n))+V. Pro viechna c € Z a (m,n) €
M x N z definice Ar a Ar plyne ¢(m,n) = (¢ x m,n) = (m,c x n) mod V, takze kazdy prvek M @ N
lze ziskat jako (kone¢ny) soucet prvki (m,n) + V, kde m € M a n € N. Pfitom (m,n) + V se obvykle
znaci m ® n.

12.1 Lemma. Atm =3 ,rmm; € M an=3 ;n;t; € N. Pakm®n =}
s € S plati ms ®@n =m ® sn.

;.5 Ti(mi @nj)t; a pro kazdé

Diikaz. Budeme upravovat modulo V. Z definice Ar a A plyne (3 rim;, Y n;t;) = >, (rims, Zj n;t;) =
>0 rimg,ngty)) = 32, s(rima,njty) = 32, s ri(m,ny)t;. Druhy vztah lemmatu plyne z definice As.
O

12.2 Dusledek. Atm,, i €1, an;, j € J, jsou po fadé takové prvky M a N, Ze kazdé m € M a kazdé
n € N Ize s pouzitim vhodnych a; € R a b; € T po fadé vyjadiit jako Y a;m; a > n;b;. Potom kazdy
prvek M ® N Ize vyjadrit ve tvaru ZieI, jeJTi(mi ®@n;)t;, kder; e Rat; €T. O

Jsou-li R a T télesa, lze za m;, ¢ € I a n;, j € J, zvolit prvky bézi. Pfirozené otdzka je, zda pak
i m; ® n; budou tvorit bazi. Je-li navic R komutativni a R = S = T, tak je odpovéd kladnd. P¥imy
formalni diikkaz tohoto faktu vSak neni prili§ pfijemny, a proto nejprve vysvétlime vztah torznich soucini
a bilinearnich zobrazeni, ktery nam pak dovoli tspornéjsi metodu dikazu.

Af jsou dany bimoduly pMg, sNt a rAr. (Zde je A n&jaky modul, ktery nemé vztah k vySe uva-
dénym mnozindm Agr, As a Ar.) Zobrazeni ¢: M x N — A nazveme bilinedrni, jestlize pro vSechna
m,myi,me € M, n,ni,ns € N,re R, s€ S ateT plati:

W(ml, ) (m27 ),
p(m,n1) + @(m, n2),

o(m1 +ma,n) =
)=

p(rm,n) =ro(m,n),
)=
)=

p(m,ny + ng

o(m, nt

o(ms,n

p(m,n)t a
o(m, sn).

Mnozinu vSech popsanych bilinedrnich zobrazeni oznaéime Bln(M x N, A), nebo g Blnp (M x N, A).

Vratme se nyni k definici torzniho sou¢inu M ® N. Tento modul byl definovan jako faktor U/V, kde
U = @ U n, plicemz (m,n) probihd M x N, a V je podmodul tvofeny linedrnimi kombinacemi prvki
mnozin Ar, Ar a Ag. Pfitom v rUr je skaldrni ndsobeni odvozeno ze vztahu r(m,n)t = (rm,nt).
Ozna¢me 7 = naty ptirozenou projekci U — U/V = M ® N. Prvky U obsahuji kone¢né sumy dvojic
(m,n) € M x N, a proto mizeme chapat M x N jako podmnozinu U, nikoliv vSak jako podmodul! —
s¢itani v U je jiné nez sc¢itani v M x N. Zazeni zobrazeni m:U — M ® N na M x N C U oznacime 7.
Vsimnéte si, Ze m ® n jsme definovali jako 7(m,n).

12.3 Lemma. At f: M®N — A je homomorfismus (R, T')-bimoduli. Pak fr padne do Bln(M x N, A).

Diikaz. VsSechny potfebné vztahy plynou z 12.1:

fr(mi+ma,n) = f((m1+m2) ®n) = f(mi@n+ma@n) =
= f(m1@n) + f(m2 ®@n) = fr(mi,n) + fr(mz,n),
fr(m,ny +n2) = f(M® (N1 +n2)) = f(M@n1 + mng) =
=fm®ny)+ f(Mm®ns) = fr(m,ny1) + fr(m, na),
frrm,n) = f((rm) @ n) = f(r(m @ n)) =rf(m@n) =rf(r(m,n)),
fr(m,nt) = f(m® (nt)) = f(m@n)t) = f(m@n)t = (fr(m,n))t a
frims,n) = f(ms®@n) = f(m® sn) = fr(m, sn). O
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Mnozina v8ech homomorfismt bimoduld gkAr — rBr se obvykle znacivd Hom(A, B) nebo, Gplnéji,
R HOIIIT (A, B)

12.4 Tvrzeni. At jsou dany bimoduly Mg, sN1 a gAr. At 7: M x N — M ® N zobrazuje (m,n) na
m® n pro vSechna (m,n) € M x N. Pak zobrazeni f — f7 je bijekci Hom(M ® N, A) a Bln(M x N, A).

Diikaz. Protoze kazdy prvek M®N lze vyjadrit jako soucet prvkt m®n, je homomorfismus f: MQN — A
plné uréen hodnotami f(m®mn). Jelikoz z fr = g7 plyne f(m®n) = g(m®n) pro viechna m®@n, n € N,
musi byt f = ¢g. Vidime, ze zobrazeni f — f7 je injektivni.

Af nyni je ¢ € Bln(M x N, A). K dokonceni dikazu potfebujeme nalézt homomorfismus f: MQN — A
takovy, ze f7 = ¢. Definujeme nejprve pomocné zobrazeni F: U — A, a to tak, ze FI( Y c¢mn(m,n)) =

m,n

=Y cmap(m,n).

m,n

Protoze je p(rm,n) = rp(m,n) a p(m,nt) = ¢(m,n)t, pro vSechnam € M,n€ N,re Rate T,
vidime, ze F' je vskutku homomorfismus. Z dalsich vlastnosti ¢ vyplyva, ze V lezi v jadru F'. Podle Véty
0 homomorfismu proto existuje f: M ® N — A takové, ze F' = f om, kde # = naty. To ale znamend
fr(m,n) = fr(m,n) = F(m,n) = ¢(m,n) pro vSechna (m,n) € M x N. O

Lemma 12.1 a Tvrzeni 12.4 nam dovoluji pracovat s tenzorovymi soucty bez toho, ze bychom se stéle
vraceli k jejich definici faktorizaci U/V.

7 definice M ®g N je vsak jesté treba si uvédomit nasledujici fakt: definice prvkti M ®g N a definice
operace s¢itani na M ®g N nijak nesouvisi s tim, Ze na M je soucasné zadano skaldrni nasobeni zleva
a na N skalarni nasobeni zprava. Jinymi slovy, M ®g N lze vybudovat nezavisle na okruzich R a T,
a nasobeni prvky R a T definovat dodateéné na (jiz definované) Abelové grupé M ®g N. Pokud se tedy
na M divame jednou jako (R, S)-bimodul, a jindy jako na (K, S)-bimodul, kde K je néjaky okruh, tak
i M ®g N lze soucasné interpretovat jednak jako R-modul, jednak jako K-modul.

12.5 Tvrzeni. At jsou dany bimoduly rMg, sN7 a 7Px. Pak existuje prdvé jeden izomorfismus
(R, K)-bimoduli f: (M ®s N) @ P — M ®g (N ®r P) takovy, ze f((m ®n) @ p) =m @ (n ® p).

Diikaz. Nejprve pro kazdé p € P definujeme ¢,: M X N — M ® (N ® P) tak, ze je ¢p(m,n) = m (n®p).
Je snadné ovéfit, Ze ¢, padne do g Blnz(M x N, M ® (N ® P)) (modul N pfi definici ¢, chdpeme jako
(R, Z)-bimodul). Proto existuje (jednoznaéné uréeny) homomorfismus f,: M @ N — M ® (N ® P), ktery
padne do g Homz(M ® N, M ® (N ® P)) a spliuje fp(m®n) =m® (n® p) pro viechnam € M, n € N.

Ovéfime nyni nékolik vlastnosti f,. Pfitom budeme porovnavat rtizna aditivni zobrazeni vychéazejici
z M ® N. Protoze kazdy prvek M ® N je souc¢tem konecné mnoha prvkid m ® n, bude pro diikaz shody
porovnavanych aditivnich zobrazeni vzdy postacovat jejich shoda na prvcich typu m ® n.

(i) Pro vSechna p1,p2 € P je fpitp, = fpr + [ps- Je totiz fp 4p,(m@n) =m® (n® (p1 +p2)) =
=m®((n@p1)+ (n®p2)) = (M&(nQp1)) + (M (nQp2)) = fp,(MOn) + fp,(m @ n).

(ii) Pro vSechnap € P as € S je fp(us) = fop(u) pro kazdé v € M ® N. Vskutku, f,((m ®n)s) =
= fp(m@ns) =m& (ns@p) =m® (n @ sp) = fop(m@n).

(iii) Pro v8echna p € P a k € K je fpr(u) = fp(u) - k pro kazdé u € M ® N. Je totiz fyr(m @n) =
=m® nepk)=me (n®@p)k) =(m®e (nep))k=(fr(men))k.

Definujme nyni ¢: (M ® N) x P — M ® (N ® P) tak, ze ¢(u,p) = fp(u) pro viechna u € M @ N
ap € P. At uy,uz,us jsou prvky M @ N, p1,p2,ps prvky Paat jer € R, s € S, k € K. Protoze f,
jsou homomorfismy levych R-moduldi, mdme p(uy + ug,p) = ¢(u1,p) + ©(uz,p) a p(ru,p) = re(u, p).
Z (i) plyne ¢(u,p1 4+ p2) = @(u, p1) + ©(u, p2), z (ii) dostdvame p(us,p) = ¢(u, sp) a (iil) dava ¢(u, pk) =
= p(u, p) - k. Dokédzali jsme, %e ¢ padne do g Blng((M @ N) x P,M @ (N ® P)).

To znamen4, Ze existuje jediny homomorfismus f: (M @ N)® P — M ® (N ® P) takovy, ze f(u®p) =
= ¢p(u) pro vSechna u € M ® N a p € P, tedy jediny homomorfismus f: (M QN)® P — M ® (N ® P)
takovy, ze f((m ®n) ® p) = m ® (n ® p) pro vSechnam € M, n € N ap € P.

Podobné dokézeme existenci jediného homomorfismu g: M @ (N ® P) — (M ® N) ® P takového, zZe
gim® (n®p)) = (m®n) @p pro viechna m € M, n € N a p € P. SloZeni obou homomorfismi da
v kazdém sméru identitu, a proto tyto homomorfismy jsou vzajemné inverzni izomorfismy. O

Izomorfismus z tvrzeni 12.5 se bézné chape jako ztotoznéni moduli (M ® N) @ P a M @ (N ® P).
Piseme pouze M @ N @ P aprom € M,n € N, p € P také jen m ®n ® p. Okamzité je patrné. ze kazdy
prvek M ® N ® P je roven souctu kone¢né mnoha prvkd m @ n ® p.
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Podobné jako jinde, i zde se bez dalSich komentait asociativita pouziva i pro vice Cinitelti nez tfi.
Je-li M modul nad komutativnim R, tak muzeme dokonce vytvafet tenzorové mocniny M ® ... ® M.
Pokud se M opakuje k-krat, budeme misto M ®...Q M psat téz ®k M . Ukazeme, jak pro tento specialni,
ale dilezity pfipad se zobecni nase ivahy o bilinearnich zobrazenich.

Af nyni R znadi komutativni okruh a at M a N jsou R-moduly. Zobrazeni ¢: M* — N se nazyva
k-linearni, jestlize

o(ma,...,mi—y,m+m/  mig1, . me) = @(ma, ..M, M Mg, )
+ Sa(mla s amiflamlvmi+17 s amk)
a také
O(Mg,y ey MG, P Mg 1y ey M) = (M, oo M1, My M1y« e, )
plati pro vSechna mg,...,my € M, vSechna m,m’ € M a vSechna r € R, pro kazdé ¢, 1 < < k.
Polozme A = ®k M, k > 1. Jeli f: A — N homomorfismus R-modulii, tak zobrazeni o: M* — N
definované tak, ze p(my,...,mg) = f(m1 ® -+ - @ my), je zjevné k-linearni.

At naopak p: M¥ — N je néjaké k-linedrni zobrazeni. Indukei podle k dokdzeme, Ze ¢ je mozno ziskat
z néjakého R—homomorfismu f: ®k M — N shora uvedenym zpisobem.

Jeli k=1, polozme f = . Atjek >1aat B= Q""" M. Mdme A = B® M, pridem pro kazdé
m € M je p: M*=1 — N, o (my,...,mp_1) = @(m1,...,mr_1,m), néjaké (k — 1)-linedrni zobrazeni,
které je podle indukéniho pfedpokladu mozno ziskat z né€jakého R-homomorfismu f,,,: B — N.

Definujme ¢: B x M — N tak, ze ¥(b,m) = f,(b) pro kazdé b € B a m € M. Protoze rf,, se
mus{ shodovat s fr.,, (je totiz rfm(m1 @ -+ @ me—1) = ro(my,...,mr—_1,m) = p(my,...,Mp_1,rm) =
= frm(mi ® - ® my_1)) pro véechna r € R a m € M, vidime, 7e ¢ je bilinedrni. Podle 12.4 tedy
existuje f: B® M — N takové, ze f(b® m) = f,(b) pro vSechna (b,m) € B ® M, takze vzdy plati
fmi @ mg—1 @m) = fralm1 @ - @ mp—1) = ©m(ma,...,mg—1) = p(ma,...,mg_1,m). Dokédzali
jsme:

12.6 Tvrzeni. At jsou M a N moduly nad komutativnim okruhem R a at je k > 1. Polozme A =
= ®kM a definujme 7: M X --- x M — A tak, ze T(mq,...,mg) = m1 ® - -+ Q@ my. Potom zobrazeni
f + f7 je bijekce mnoziny Homp(A, N) a mnoziny vSech k-linedrnich zobrazeni M* — N. O

Nyni se budeme zabyvat opét obecnymi okruhy, bez pfedpokladu jejich komutativity.

12.7 Tvrzeni. At M =@ M,, i € I, je direktni suma (R, S)-bimoduli, a N = @ N;, j € J, je direktni
suma (S, T')-bimodulii. Pak existuje jednoznac¢né urceny izomorfismus f: M@N — @, ;(M;®N;) takovy,
ze f((32mi) @ (32, ny)) = 22, ;(mi @ ny).

Diikaz. Definujme ¢: M x N — €D, ;(M; ® N;) tak, ze p(3_;m4, > ;n;) = >, ;(mi @ nj). Bezpro-
stfedni ovéfeni bilinearity ¢ neéini potize, takze je ¢ € g Blny(M x N,P(M; ® N;)), a existuje jeding
homomorfismus f, ktery spliiuje

FO_m) @ QO ny) = (mi@ny).
i J i,j

Pro pevné i € I a j € J definujme v; j: M; x N; — M ® N tak, ze 1, ;(m,n) = m @ n pro vSechna
m € M, an € N; (pfitom M; chapeme jako podmodul M a N; jako podmodul N — viz definici direktni
sumy moduld v kapitole 6). Protoze 1); ; jsou bilinearni, odpovid4 kazdému z nich (R, T')-homomorfismus
9i,j: M; ® N; — M ®N. Polozme g = 3, , gi,j. Pak g je homomorfismus P, ;(M; ® N;) — M @ N, ktery
zobrazuje y i (m; ® n;) na soucet vSech hodnot m; ® n; chdpanych jako prvky M @ N. Pokud v tomto
souctu nejprve fixujeme n;, vidime, Ze je roven 3 ((32; mi) ® nj), coz je vSak rovno (35 m;) ® (3on;) €
M ® N. Nyni je jiz zfejmé, ze homomorfismy f a g jsou vzajemné inverzni izomorfismy.

Okruh S lze samoziejmé chapat jako gSg-bimodul. Budeme zkoumat tenzorovy soucin bimoduld
rMgs a gSg. Zobrazeni (m,s) — ms jisté padne do gBlng(M x S, M), a proto existuje podle 12.4
takovy homomorfismus f: M ® S — M, ze je f(m ® s) = ms pro vSechnam € M a s € S. Z toho, Ze pro
viechname MaseSjem®@s=ms®1, vyplyva, ze M @S ={meL;meM}aze ffMS—M
je izomorfismus. Specialné je s; ® sg — S185 izomorfismus S ® S ~ S.

Proto z 12.7 dostédvame néasledujici diisledek (viz téz 12.1):

12.8 Dusledek. At T je komutativni téleso a at' V- a W jsou vektorové prostory nad T s bdzemi vy, . ..
..,V awi, ..., ws. Pak VW je vektorovy prostor dimenze rs s bdzi {v;Qw;; 1 <i<ral<j<s}
O
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Poznamenejme, Ze zapis m®n je jednoznacny teprve tehdy, kdyz je uvedeno, do kterého modulu prvky
m a n patfl. Smyslem tvrzeni 12.7 bylo ukézat, Ze tato nejednoznacnost neni na zavadu u direktnich
sum — tedy, ze m; @ n; v M; ® N; lze ztotoznit s m; @ n; € (P M;) @ ( N;). Disledku 12.8 je tieba
rozumét pravé ve smyslu tohoto ztotoznéni. Pritom je ziejmé, Ze vzhledem k asociativité je mozné piejit
i na vice ¢initeld — jsou-li Vi, ..., V) vektorové prostory s bazemi {v%l), e ,v,(a})}, cee {v%k), e ,vy:)},
bude V; ® --- ® V}, vektorovy prostor dimenze [[r;, 1 < ¢ < k, ktery bude mit bazi tvofenou prvky
Ug) ®---®v¢(llz), kde je 1 < a; < r; pro kazdé i, 1 <1 < k.

P1i vypoctech ve vektorovych prostorech jsou vzdy diilezitd zobrazeni souvisejici se zménou baze.
Obecnéji jde vlastné o to, jak se homomorfismy modula daji sloucit s tenzorovymi souciny.

Uvazme homomorfismy bimodula f: pMg — rAg a g: s Ny — gBr. Definujme zobrazeni p: M x N —
A® B tak, ze p(m,n) = f(m)®g(n). Prom,my,ma € M,n,n1,nas € Nyr € R, s € S ateT jisté plati
i +ma,n) = f(my +ma) @ g(n) = (f(ma) + F(ma)) ® g(n) = (f(m1) @ g(n)) + (F(ms) & g(n)) =
= p(my,n) + ¢(ma,n), podobné v(m,ny + na) = p(m, n1) + e(m,ns), dile p(rm,n) = f(rm) ® g(n) =
= (r(f(m)) ® g(n) = r(f(m) ® g(n)) = re(m,n), podobné p(m,nt) = p(m,n)t, a koneéné p(ms,n) =
— F(ms) @ g(n) = (f(m)s) @ g(n) = F(m) ® (sg(n)) = f(m) & g(sn) = (m, sn). Oveili jsme, 7 ¢ jo
bilinearni, a proto miizeme podle 12.4 vyslovit:

12.9 Tvrzeni. At f: Mg — rAs a g: sN7 — Bt jsou homomorfismy bimodulii. Pak existuje jediny
homomorfismus M@ N — A® B takovy, Zze m®n se zobrazi na f(m)®g(n) pro vSechna (m,n) € M x N.
O

Zobrazeni z predchoziho tvrzeni se zna¢i f ® g. Je zfejmé, ze idy; ® idy se rovné idygN-

12.10 Tvrzeni. At f:M — A aw A — U jsou (R, S)-homomorfismy a g: N — B spolu s v: B — V
jsou (S, T)-homomorfismy. Pak (uo f) ® (vog) se rovna (u @ v) o (f ® g).

Diikaz. Staci ovétit, ze (uo f)®@ (vog)(m®n) = u(f(m))®@v(g(n)) se shoduje s (u@v)o(f®g)(Mm®n) =
= (u®v)(f(m)®g(n)) =u(f(m)) ®v(g(n)) pro véechna m € M an € N. O

Jsou-li f: M — A a g:N — B izomorfismy, tak z 12.10 plyne, Ze inverznim homomorfismem k f ® g
je (f7H) @ (¢g71), takZe f ® g je opét izomorfismus.

Jsou-li f:A — B a ¢g:U — V linearni zobrazeni, kde A, B,U a V jsou vektorové prostory nad
komutativnim télesem T', které maji béze {a1,...,am}, {b1,...,bm}, {u1,...,un} a {v1,...,v,}, bude
f®g zobrazovat a;®us na f(a;)® f(us). Je-li M matice f a N matice g (tedy f(a;) = > my;b; a g(us) =

K3

= n.svs), bude (f ® g)(a; ® us) rovno Y m;;n,s(b; @ v,). Jestlize v matici odpovidajici f ® g budeme
T @7

sloupce indexovat dvojici (4, s) a fadky dvojici (¢,r), tak v buiice odpovidajici priseéiku takového fadku

a sloupce bude hodnota m;;n,s. Takova matice se znac¢i obvykle téz M ® N. Chceme-li ji umistit do

roviny, mizeme si napiiklad predstavit, ze kazdy prvek m;; nahradime blokem, ktery odpovidd matici

m;; N . Takto ziskané matice se také nékdy rikd Kroneckeriv soucin matic M a N.
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13. Uzavérové systémy, svazy a algebry

At C je systém podmnozin mnoziny A, ktery spliiuje
(i) Aeg,
(ii) jsou-li B; € €, i €I #0,je(),c; Bi € C.

Potom € nazyvame uzdvérovy systém nad A.

Jinak fe¢eno, systém podmnozin € mnoziny A se nazyva uzdvérovy systém nad A, jestlize je uzavieny
na priuniky a A je jednou z mnozin tohoto systému.

Je-li € uzévérovy systém nad A a B je néjakd podmnozina A, tak je mnozina B = {C € C; C O B}
jisté neprazdna, nebof je A € B. Polozme B = Nces C- Podle (ii) plati B € €. Soucasné je B O B
a B C C pro viechna C € B. Vidime, 7e B je nejmensi mnozina ze systému €, ktera obsahuje B.

Mnozing B se fikd uzdvér B v € nebo téZ mnozina generovand mnozinou B v €. (Podle povahy
uzévérového systému se zpravidla pouziva jen jedno z moznych vyjadieni).

Matematické objekty poskytuji mnozstvi prirozené se vyskytujicich uzavérovych systému. Kazda topo-
logie napiiklad poskytuje uzavérovy systém vsech svych uzavienych mnozin. Jinym pfirozenym piikladem
je mnozina vSech ekvivalenci néjaké mnoziny, feknéme opét A. Snadno nahlédneme, Ze vsechny ekviva-
lence na A (coZ jsou podmnoziny A x A) tvofi uzavérovy systém nad A x A (uzavér je pak nejmensi
ekvivalence obsahujici danou relaci).

Nas zde v8ak budou zajimat uzévérové systémy, které jsou spjaty s algebraickymi strukturami. At
A je néjaka algebra signatury o: ¥ — Ny. Je snadné ovérit, ze vSechny jeji podalgebry tvori uzavérovy
systém nad A. Podobné je snadné ovéfit, ze vSechny kongruence tvofi uzéavérovy systém nad A x A.

Je-li T téleso, tak také vSechna jeho podtélesa tvori uzavérovy systém nad 7'.

Na kazdém uzavérovém systému, jak za okamzik uvidime, lze prirozenym zptsobem definovat svaz.
V tomto smyslu se pak mluvi o svazu podalgeber, svazu kongruenci nebo svazu podtéles.

Pokud jsou kongruence jednozna¢né uréeny néjakymi svymi vybranymi bloky (napfiklad u grup jsou
kongruence ur¢eny norméalnimi podgrupami a u okruht idedly), tvofi tyto bloky také uzavérovy systém.
Obecné vztah kongruenci a jejich bloka zde formulovat nebudeme — ovérit, Ze vSechny normélni pod-
grupy dané grupy tvofi uzavérovy systém nebo zZe vSechny idedly okruhu tvoii uzavérovy systém, je totiz
velmi snadné piimo. Nésledné budeme proto moci hovorit o svazu normdalnich podgrup a svazu idedli.

13.1 Tvrzeni. At C je uzdvérovy systém nad mnoZinou A. Potom (€, Q) je tiplny svaz, ve kterém pro
B C € plati inf B = (5 C asupB je rovno nejmensi mnoziné B € €, ktera obsahuje B = | Jcq C-

Diikaz. Kazdy prvek E € C, jenz je obsazen ve viech C' € B, musi byt obsazen i v [, C. Proto je
inf B definovano spravné. Prvek F' € € je horni zavorou B préavé kdyz plati F O B = Jocg3 C. Z F 2 B

ovsem plyne F' D B, takZe i supB je spravné definovano. O

Zde je na misté upozornit na uréitou podvojnost v pouzivani slov minimalni a maximélni. Je-li (X, <)
néjakd usporddand mnozina, je mozno pouzivat slovo minimélni pro oznaceni takového prvku x € X, ze
pro zadné y € X, y # x, neplati y < z. V algebfe se vSak vétSinou pracuje s usporadanimi, ktera maji
nejmensi (a ¢asto i nejvétsi) prvek. V takovych systémech je slovo minimalni pouzité ve vysSe uvedeném
smyslu pouze synonymem slova nejmensi.

Vétsinou se vsak slov minimalni a maximéalni pouziva jinak — a to s ohledem na néjaky uzavérovy
systém € (ktery byva patrny z kontextu). Minimdlnd je ten prvek C' € €, ktery je atomem ve svazu (€, C)
a mazximdlni je ten prvek C' € €, ktery je koatomem v tomto svazu. V uvedeném smyslu jsme jiz diive
definovali maximalni ideal ve vztahu k uzavérovému systému vSech ideali néjakého okruhu R.

Nyni se budeme zabyvat kongruencemi kvocientnich algeber a vztahem uzavérovych systéma danych
kvocientni algebrou k uzavérovym systémum urcenym ptvodni algebrou.

Jsou-li o a p ekvivalence na mnoziné A, pficemz o obsahuje p (vztah o O p vlastné znamen4, Ze kazdy
blok o lze vyjadfit jako sjednoceni bloki p), tak definujeme relaci o/p na A/p tak, ze pro bloky B, C
ekvivalence p, je

(B,C)€o/p<= (b,c) o plati pro véechnabe BacecC.
13.2 Lemma.
(i) Prob,c € A plati ([b],,[c],) € o/p pravé kdyz je (b,c) € o.
(ii) Relace o/p je ekvivalence na A/p.
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Diikaz.

(i) Af je (b,c) € 0 aat b’ € A patiido [b], a ¢’ € A do [c],. Je tieba dokazat (b',c¢') € 0. Oviem
(t',b) € pa(c,c) € pimplikuji (V',b) € o a (¢, c) € o, nebot plati p C 0. Staéi tedy pouzit tranzitivitu
ekvivalence o.

(ii) At B,C,D € A/p jsou rozkladové tfidy ekvivalence p. Vyberme prvky b € B, c€ C ad € D. Je
tedy B = [b],, C = [c], a D = [d],,. Piedpokladejme, ze plati (B,C) € o/p a (C, D) € /p. Podle definice
musi byt (b,¢) € 0 a (¢,d) € o, takze je rovnéz (b,d) € 0. Ov8em to podle (i) implikuje (B, D) € o/p.
Relace o/p je tedy tranzitivni. Symetrie a reflexivita se dokézi podobné. O

13.3 Lemma. At p je ekvivalence na mnoziné A a at'n je ekvivalence na A/p. Pak existuje pravé jedna
ekvivalence o D p na A, pro kterou plati n = o/p.

Dikaz. Ma-li byt n = o/p, tak podle 13.2 (ii) musi byt (b,c) € o pravé kdyz je ([b],, [c],) € n. Tento
vztah o jednoznacné urcuje, takze ho lze pouzit jako definici. Je tfeba ukazat, ze takto definovana relace
o je ekvivalence, obsahuje p a splituje n = o/p.

To, ze o je ekvivalence se odvodi pfimo z faktu, Ze 7 je ekvivalence. Zbyva dokdzat rovnost n a o /p.
Uvazme prvky b a ¢ mnoziny A. Je-li (b,c) € p, je [b], rovno [c],, takze jisté plati ([b],,[c],) € 1, a tedy
i(b,c)€o.

Vztah ([b],, [c],) € n podle definice o znamena (b, c) € o/p. Tim je dokazano, Ze ekvivalence n a o/p
se shoduji. O

13.4 Lemma. At p je ekvivalence na A, f: A — B zobrazeni, které splituje ker f D p a g: A/p — B
zobrazeni, které spliuje g o nat, = f. Potom ker g = (ker f)/p.

Dikaz. Pro a,b € A plati g([a],) = ¢([b],), tedy ([al,, [b],) € kerg, pravé kdyz f(a) = f(b), tedy
(a,b) € ker f. O

Pripomenme, Ze kazda n-arni operace o na A, ktera je slucitelna s ekvivalenci p na A, indukuje n-arni
operaci o na A/p tak, ze a([ai],, ..., [an],) = [a(a1, ..., an)], — viz lemma 4.1.

13.5 Lemma. Bud p ekvivalence na mnoziné A, jez je slucitelnd s operaci « = ax na A. Bud o 2 p
dalsi ekvivalence na A. Pak o je slucitelna s auy pravé kdyz o/p je slucitelnd s a4 ,,.

Dikaz. Oznafme n etnost operace « a at ai,...,a, aby,...,b, jsou prvky A. Podle 13.2 je (a;,b;) € o
pravé kdyz ([a;],, [bi],) € o/p. At (a;,b;) € o plati pro vSechna i, 1 < i < n. Pak ekvivalence o je slucitelna
s ay pravé kdyz pro libovolnou takovou volbu prvka a; a b; plati (a(aq,...,an),a(by,...,by)) € o,
zatimco ekvivalence o/p je slucitelnd s a4/, pravé kdyz pro libovolné takové a; a b; plati ([a(ay,. ..
ooy an)lps (b1, ..., bn)],) € o/p. Posledni podminka je ovSem, opét podle 4.1, shodnd s podminkou
(a(at, ... an),a(by,...,by)) € 0. O

7 13.5 nyni okamzité plyne:

13.6 Tvrzeni. Bud p kongruence algebry A signatury 7:% — Ny a at ¢ D p je ekvivalence na A.
Potom o /p je kongruence algebry A/p pravé kdyz o je kongruence algebry A. O

13.7 Druha véta o izomorfismu. At A je algebra signatury 7: ¥ — Ny a at' p C o jsou jeji kongruence.

Pak [[a]p]a — [a]s je izomorfismus A/p/o‘/p ~ A/o.

/p
Diikaz. Podle Véty o homomorfismu 6.4 lze nat,:a — [a], faktorizovat pfes p, pfi¢emz véta tika, ze
[a], — [a]o je homomorfismus A/p — A/o. Jadrem tohoto homomorfismu je podle 13.4 kongruence o/p.
Zbytek plyne pouzitim Prvni véty o izomorfismu 6.5 na homomorfismus [a], — [a]. O

Kongruence grup odpovidaji normélnim podgrupam. Jestlize o O p je kongruence grupy G, tak o =
= mod M a p = mod N pro né&jaké normalni podgrupy N, M grupy G, pfi¢emz M = [lg], obsahuje
N = [1¢],. Kongruence o/p je pak rovna modM/N. Tvrzeni 13.6 pro grupy iika, ze vSechny normalni
podgrupy G/N maji tvar M /N, kde M je norméalni podgrupa G, kterd obsahuje N. Pfitom M je uréené
jednoznacné.

Podobné se ovéii, ze idedly okruhu R/I, kde I je idedl okruhu R, maji tvar J/I. pticemz J D I je
jednoznacné urceny idedl R.

Koneéné vsechny moduly modulu K/N, kde N je podmodul modulu K, maji tvar M/N, pfi¢emz
M DO N je jednoznac¢né uréeny podmodul M.
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Pri pouziti stejného oznaceni jako v pfedchozich tfech odstavcich pak Druha véta o izomorfismu
poskytuje izomorfismy

G/N/M/N—>G/M, (aN)(M/N) — alM;
R/I/J/I ~R/J,  (a+D+(J/I) —a+J;a
K/N/M/NHK/M, (a + N)+(M/N) —a+ M.

Svaz vSech podalgeber algebry A se ¢asto znaci Sub(A) a svaz vech jejich kongruenci se znaéi Con(A4).

Je-li L = L(A,V) néjaky svaz, pfi¢emz pro jeho prvky a,b € L plati a < b, tak se mnozina [a,b] =
={c € L; a < ¢ < b} nazyva jeho interval. Je zfejmé, ze kazdy interval svazu L je jeho podsvaz.

Nejvétsi kongruenci algebry A (a tedy nejvétsim prvkem svazu Con(A)) je univerzdlni kongruence
A% = A x A. At p je néjakd kongruence A. Budeme uvazovat interval [p, A2] ve svazu Con(A). Zobrazeni
o — a/p je podle 13.3 a 13.6 bijekci [p, A%] a Con(A/p). Protoze pro o1,09 € [p, A%] je jisté o1 2 o2
pravé kdyz je o1/p 2 02/p, mizeme podle 7.3 vyslovit nasledujici tvrzeni.

13.8 Tvrzeni. At p je kongruence algebry A. Potom zobrazeni o — o/p je izomorfismem intervalu
[p, A%] svazu Con(A) a svazu Con(A/p). O

Tvrzeni 13.8 lze vyslovit samoziejmé také ve formé, kterd vede na izomorfismus svazu normalnich
podgrup grupy G/N a intervalu normalnich podgrup [N, G] (resp. svazu idealti v R/I a intervalu [/, R],
resp. svazu podmodulii K/N a intervalu [N, K]).

Je-li 7 = nat, prirozena projekce A — A/p a B je podalgebra A/p, je C = n!(B) podle 6.3
podalgebra A. Protoze 7 je surjektivni, je B obrazem = (C). Kazd4 podalgebra B algebry A/p je tedy
obrazem néjaké podalgebry C algebry A, kterda méa tu vlastnost, ze pro kazdé ¢ € C plati [¢], C C.

Specidlné tedy kazda podgrupa G/N méa tvar H/N, kde H 2 N je podgrupa G, a kazdy podokruh
R/I mé tvar S/I,kde S D I je podokruh R. Protoze Hy/N D Hy/N pravé kdyz Hy 2 Ha,a S1/1 2 So/I
praveé kdyz S 2 S3, mizeme podle 7.3 uvést:

13.9 Tvrzeni.

(i) At N je normélni podgrupa grupy G. Pak H — H/N je izomorfismus intervalu [N, G| svazu
Sub(G) a svazu Sub(G/N).

(ii) At I je ideédl okruhu R. Pak S +— S/I je izomorfismus intervalu [P, R] svazu Sub(R) a svazu
Sub(R/I), kde P={n-1gp+c¢;n€Z acel}.

Dikaz. Zbyva ovérit, ze P je nejmensi podokruh, ktery obsahuje I. V kazdém podokruhu, ktery obsa-
huje I, musi lezet 1r, a tedy v ném musi lezet vSechny prvky P. Naopak, pro n,m € Z a c,d € I je
(n-lg+c)+(m-1lg+d)=mn+m)-1g+(c+d)an-1g+c)-(m-1g+d) = (nm)-1g + f, kde
f=n-d+m-d+c-del. O

Zévérem této kapitoly budeme jesté vénovat pozornost otdzce generovani podalgeber. At A je opét
algebra signatury 7: 3 — Np. Je-li X C A néjakd mnozina, tak nejmensi podalgebie B, ktera obsahuje X,
se fika podalgebra generovand X. Je-li B = A, mluvi se o X jako o mnoZziné generdtori A.

Je-li na A a G dédna operace « a zobrazeni f: A — G a g: A — C jsou slucitelnéd s «, tak mnozina
{a € A; f(a) = g(a)} je zjevné uzaviend na «. Proto plati:

13.10 Tvrzeni. At A a C jsou algebry signatury 7:% — Ny a at f:A — C ag: A — C jsou
homomorfismy téchto algeber. Potom {a € A; f(a) = g(a)} je podalgebra A. O

13.11 Dusledek. At f je endomorfismus algebry A. Pak {a € A; f(a) = a} je podalgebra A. O

13.12 Dusledek. At f: A — C ag: A — C jsou homomorfismy algeber a at X je mnozZina generdtori A.
Jestlize pro vSechna x € X plati f(x) = g(x), tak je f = g. a

7 13.12 tedy plyne, ze homomorfismus f: A — C' je plné urcen svymi hodnotami na néjakych genera-
torech A. Pfipomenme si nékteré mnoziny generatori, které se pro ovéfovani jednoznacnosti zadanych
homomorfismi ¢asto pouzivaji (v nékterych pfipadech jsme tak ostatné jiz ucinili).

Monoidovy okruh RM je generovan mnozinou RUM = {r-1g;r € R} U{lr-m; m € M}. Pfitom
misto R nebo M lze také uvazovat né€jaké mnoziny jejich generatort.
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Grupa je cyklickd, mé-li jednobodovou mnozinu generatort. Homomorfismy jsou urceny obrazem
takového generdtoru (to jsme pouzili v 10.1).

Tenzorovy sou¢in M ® N je (jako Abelova grupa i jako modul) generovan vemi prvky m ® n, kde
meManeN.

Casto byva vyhodné umét néjak popsat pomoci operaci podalgebru B algebry A generovanou mnozi-
nou Y C A.

Je-li A Abelova grupa, jsou to vSechny sumy >, n,y, kde je y € Y a n, € Z. Je-li A modul, jsou to
— podobné — vsSechny linedrni kombinace nad Y.

Je-li A obecna (multiplikativni) grupa, je B tvofena vSemi hodnotami, které je mozno vyjadiit jako
posloupnost yi* ---y;F, kde ¢, € {—1,1} ay, € Y, 1 <i < k.

Je-li R okruh, tak nejprve definujeme Z jako mnozinu vSech sou¢int y1 - - - yx, kde y; € Y, 1 <1 < k,
a pak B je rovno mnoziné vSech souctit zqy +---+ 2, kde z; € Z,1 < j <r.

Obecné pak u algebry signatury 7: ¥ — Ny lze postupovat tak, Ze nejprve polozime My = Y U{7~1(0)}
(tedy k mnoziné Y pfiddme vSechny konstanty), a pro kazdé ¢ > 0 definujeme M, vztahem M, 1 =
= M;U{a(ai,...,ax); aj € My; pro kazdé j, 1 < j <k, a € ¥ ak =r7(a) > 1}. Pak B = |J,(, M.
(Jsou-li totiz as,...,ar € B a a € X, 7(a) = k, tak existuje takové i € N, Ze vSechna aq,...,ax jsou
obsaZena v M;. Podle definice M;;1 je pak a(ay,...,ar) € M;y1 C B.)

Tim jsme dostali schéma, jak pomoci operaci ¥ popsat uzavér mnoziny v uzavérovém systému podal-
geber dané algebry. Toto schéma lze aplikovat na vyse uvedené ptipady grup, monoidti a okruhtt — u nich
vSak vztahy, které operace spliiuji, dovoluji generovanou mnozinu popsat v zjednoduseném tvaru.
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14. Modularni, distributivni a komplementarni svazy

14.1 Lemma. Bud L = L(A,V) svaz a at jsou a,b,c € L. Je-lia <¢, jeaV (bAc) < (aVb)Ac.

Dikaz. a<aVbaa<c protoa < (aVb)Ac. Souasné bAc <aVb bAc<c, takzebAc < (aVd)Ac.
O

Pozndmka. Zkusme ziskat dudlni nerovnost k nerovnosti a vV (bA¢) < (aVb) Ac (V a A prohodime a <
zaménime za >). Ta bude znit, Ze z a > ¢ plyne a A (bV ¢) > (a Ab) V c. Vyménime-li a a ¢, dostaneme,
7e z a < cplyne cA (bVa) > (¢cAb)Va. To oviem je nase ptivodni nerovnost, ¢ili jsme neobdrzeli zadny
novy vztah. Uvedend nerovnost je samoduélni.

14.2 Tvrzeni. Bud L = L(A,V) svaz. Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
(i) aVv(bAc)=(aVb)Ac, kdykoliva,b,c€ L aa <c.
(ii)) (anc)V (bAc)=((aAc)Vb)Ac pro vsechna a,b,c € L.
(iii) (aVe) A (bVe) = ((a V¢) Ab) Ve pro vSechna a,b,c € L.

Diikaz. (i) < (ii): Polozime-li «’ = a A ¢ < ¢, bude mit identita (ii) tvar o’ V (bA¢) = (a’ VD) Ac.
(i) <= (iii) : Polozime-li ¢ = a V ¢ > ¢ = d/, ziska identita (iii) tvar ¢/ A (bV a') = (¢ Ab) V a'. O

Svaz, ktery vyhovuje ekvivalentnim podminkam tvrzeni 14.2, se nazyva moduldrni.
14.3 Lemma. Bud a,b,c prvky svazu L, a < c. Je-lia <b nebo b < ¢, platiaV (bAc)= (aVb)Ac.

Diikaz. Sta¢i ukdzat aV (bAc) > (aVb) Ac. Af nejprve b > a. Pak aV (bAc) >bAc=(aVDb)Ac
Pokud b < ¢, tak dostavame a V (bAc) =aVb> (aVb) Ac. O

Na mnoziné {0, 1, u,v, w} definujeme uspofadani tak, Ze u a v pokryvaji 0, w pokryva v a 1 pokryva w
a u. Takto definované usporddani déva svaz, a ten se obvykle znadi Nj5. (Nakreslete si Hassetiv diagram!).

14.4 Tvrzeni. Svaz L je moduldrni pravé kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni svazu Ns.

Dikaz. Svaz N5 modularni neni, nebof vV (uAw) = v, zatimco (vVu) Aw = w. Proto L, je-li moduldrni,
nemuze obsahovat podsvaz izomorfni s Ns.

Neni-li L modulérni, lze najit a,b,c € L, ze a < caaV (bAc) < (aVb)Ac. Ukdzeme, ze {bA c,
aV (bAc),(aVDb)AecaVbb} tvofi podsvaz izomorfni s Ns. ZbAc=aV (bAc) plyne a < bAc,
odkud a < b. Z aVb = (aVDb)Ac dostavdme a Vb < ¢, takze b < ¢. OvSem podle 14.3 neplati ani
a<banib<c ProtobAhc<aV((bAc)<(aVbAc<aVbabAc<b<aVb Tim jsou diny
operace A a V na uvedenych Fetézcich. Zbyva urc¢it bAz a bV x, kde z € {a V (bAc), (a VD) A c}. Plati
bAc < bA(aV(bAc)) < bA((aVb)Ac) = (bAc)A(aVb) < bAc, takze bAc = bA(aV (bAc)) = bA((aVb)Ac).
Obdobné bVa>bV ((aVb)Ac)>bVaV(bAc)=bVa. O

Modularni svazy jsou v matematice velmi dilezité. Bez dikazu uvedeme jednu jejich typickou vlast-
nost: Jestlize a = a9 < ... <ap=bac=cy <...<c¢ =d jsoudveé posloupnosti prvkti modularniho
svazu, kde kazdy ¢len posloupnosti pokryva ¢len predchozi, tak z a = c a b = d plyne r = k. (V koneéném
modularnim svazu tedy plati, ze kazdé dvé cesty v Hasseové diagramu mezi dvéma prvky jsou stejné
dlouhé — pokud se ovSem pohybujeme pouze zdola nahoru nebo pouze zeshora dolit.)

14.5 Tvrzeni. Bud G grupa a A a B jeji podgrupy. Je-li A normélni v G, tak podgrupa generovand
AU B je rovna AB = BA. Svaz normalnich podgrup G je modularni.

Dikaz. Prvni ¢4st tvrzeni se shoduje s tvrzenim 6.11. Dokazme tedy druhou ¢ast. At A, B,C jsou
normalni podgrupy G, A C C. Jetfeba ukdzat AV (BNC) D (AV B)NC, ¢&li A(BNC) 2 (AB)NnC.
Jeliac A,be Baabe C,jeb=a"t(ab) € C, takzebe BNC. O
14.6 Tvrzeni. Bud L svaz. Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.

(i) aVv(bAc)=(aVb)A(aVc) pro viechna a,b,c € L.

(ii) aA(bVe)=(aAb)V (aAc) pro viechna a,b,c € L.

(iii) (a AD)V (aAc)V (bAc)=(aVDb)A(aVe)A (bVc) pro véechna a,b,c € L.

Pritom svaz spliujici tyto podminky je modularni.
Dikaz. (1)=(ii): (aAb)V(aAc) = ((anb)Va)A((anb)Ve) =an((anb)Ve) =an((aVe)A(bVe)) =
=(@n(avVe)A(bVe)=an(bVeo).

(if)==(i) : Identity (i) a (ii) jsou dudlni. V pfedchozim dikazu tedy sta¢i zaménit A a V.
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(i+i)=(ili): (aAb)V(anc)V(bAc)=(an(bVe))V(bAc)=((aNDV))VIA((aA(bVe))Ve)=
=({(avVO)ANDVE))A(avVe)ADVe)=(aVbd)A(aVe)A(bVec).

(iii)=>(i) : Nejprve ukdzeme modularitu. Je-li a < ¢, dostavame aV (bAc) = (aAD)V (aAc)V (bAc) =
= (aVb)A(aVe)A(bVe) = (aVb)Ac. Bud nyni a, b, ¢ € L libovolné. Polozme u = (aAb)V (bAc)V (aAc).
Pak an(bVe) = aru = (((anb)V(anc))V(bAc))Aa = ((aAb)V(aAe))V(DAcAa) = (aAb)V(aAc). O

Svazy, které spliuji ekvivalentni podminky tvrzeni 14.6 se nazyvaji distributivni a vztahy (i) a (ii) se
nazyvaji distributivnimi zakony.

Na mnoziné {0, u, v, w, 1} definujme svaz tak, ze 0 je nejmensi prvek, 1 nejvétsi prvek, uAv = uAw =
=vAw=0al=uVv=uVw=uvVw Tento svaz se obvykle zna¢i Ms. Casto se mu iiké ,diamant’.

M5 zjevné neni distributivni. Proto zaddny distributivni svaz neobsahuje podsvaz izomorfni N5 nebo
M. Plati i obracené tvrzeni.

14.7 Tvrzeni. Svaz L je distributivni pravé kdyZ neobsahuje podsvaz izomorfni N5 nebo Ms.

Nastin diukazu. Potfebujeme ukazat, ze pokud modulérni svaz neni distributivni, 1ze v ném nalézt Ms.
Neni-li L distributivni, lze najit x,y,z € L takové, ze r = (x Ay)V (z A2)V (yAz) £ (xVy)A(xVz)A
(yvz)=s.Pakr<saproa= (zAs)Vr,b=(yAs)Vr,c=(zAs)Vrlzes trochou po¢itani pomoci
modularniho zédkona ukazat, ze a Ab = r a a Vb = s. Ze symetrie pak vyplyne, ze aAc =r =bAc
aaVc=s=0>bVc. Zbytek je jiz snadny. O

Bud L = L(A,V,0,1) 0,1-svaz, a at a € L. Potom b € L nazveme komplementem (doplitkem), jestlize
aAb=0aaVb=1.7Z definice plyne, Ze je-li b komplementem a, je a komplement b.

14.8 Tvrzeni. Bud L distributivni 0,1-svaz. Potom m4 kazdy prvek nejvyse jeden komplement.

Diikaz. Bud b a ¢ komplementy a. Pakb=bA1=bA(aVc)=(bAa)V(bAc)=bAc Tudiz b > c.
Obdobné dostaneme b < ¢, a tedy b = c. O

V N5 mé kazdy prvek komplement, ale tento komplement nemusi byt jednoznacny. Totéz plati o M.
Predstavme si, ze v distributivnim 0,1-svazu L mé kazdy prvek komplement. Pak je jednoznac¢né urcena
unarni operace ' takové, ze pro vSechnaa € LjeaNa’ =0aaVad = 1.

Algebra L = L(V,A,0,1,), kde L(V,A,0,1) je distributivni 0,1-svaz a ’ je unarni operace, kterd
vyhovuje identitdm a A’ = 0 a a V a’ = 1, se nazyva Booleova algebra.

14.9 Lemma. At L = L(V,A,0,1,) je Booleova algebra. Potom
(i) (a')' = a pro vSechna a € L.
(i) 0 =1al =0.
(iii) (a Ab) =a' VIV a (aVb) =a AV pro vSechna a,b € A. (De Morganovy zékony.)

Drikaz.

(i) a je komplement a’. Podle 14.8 je komplement jednoznac¢né uréen. Proto a = (a')’.

(ii) Toto jisté kazdy zvladne.

(iii) (aAD)V (' V') = (aVa' VVIAN(VA' VD) =1A1=1. (aAb)A(d' V) = (aANDAA )V (aADAY)
= 0V 0 = 0. Druhy zdkon je k prvému dualni.

O
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15. Booleovy algebry

Je-li L = L(A,V,0,1) 0,1-svaz, nazyva se a € L atomem, jestlize a #0az 0 <b < aplyneb=a
pro kazdé b € L. Je-li L konecny svaz a 0 # b, tak jisté existuje alespon jeden atom a € L takovy, ze
0<a<hb.

15.1 Lemma. Bud S = S(A,V,0s,1s,) a T = T(A,V,0p,17,) dvé Booleovy algebry. Bijektivni
zobrazeni ¢: S toT je izomorfismem pravé kdyz pro vSechna a,b € S plati, ze a <g b tehdy a jen tehdy,
Je-li p(a) <r ¢(b).

Diikaz. Pfipometime, ze podle 7.3 je ¢: S(A, V) — T(A, V) izomorfismus, pokud a <g b je ekvivalentni
v(a) <1 ¢(b) proa,b € S. Je proto tfeba ukazat, ze pro izomorfismus ¢: S(A, V) — T'(A, V) plati p(0g) =
= 07, p(ls) = 17 a p(a’) = (p(a))’ pro vSechna a € S. Pro kazdé b € T existuje ¢ € S, ze p(c) = b.
Protoze p(0s) Ab = ¢(0s A c) = ¢(0s), je p(0s) nejmensi prvek T(A, V). Ovsem T'(A, V) mize mit jen
jeden nejmensi prvek, takze ¢(0g) = Or. Podobné ¢(lg) = 1r. Zbyva ukézat, Ze ¢(a’) je komplement
p(a). Ovsem p(a’) A p(a) = p(a’ Aa) = p(0s) =07 a p(a’) V p(a) = p(a’ V a) = ¢(ls) = 17.

Typickym piikladem Booleovych algeber je mnozina P(X) vSech podmnozin mnoziny X s opera-
cemi priniku, sjednoceni a mnozinovym doplinkem. Kone¢né Booleovy algebry jsou dokonce vzdy takové
algebre izomorfni.

Je-li M = {uy,...,u,} néjaka neprazdna konecnad podmnozina Booleovy algebry S, klademe A ,, =
=myA---Amga\y =myV---Vmyg. Definitoricky Ay =1 a\/, = 0.

15.2 Véta. Bud S = S(A,V,0,1,") kone¢nd Booleova algebra a A at je mnozina jejich atomii. Definujme
zobrazeni p: P(A) — S tak, ze ¢(B) = \/ 5 pro vSechna B C A. Potom ¢ je izomorfismus Booleovych
algeber.

Diikaz. Definujme ¢: S — P(A) tak, ze ¥(s) = {a € A; a < s}. Nejprve ukdzeme, Ze pi(s) = s.
Polozme ¢ (s) =T a ¢p(s) = \/ = t. Pak t < s. Pfedpokladejme, ze t < 5. Pak s = s A1 =sA(tVt) =
=(sAt)V(sAt) =tV (sAt). Zs#1tplyne s At/ # 0. Tudiz existuje a € A takovy, ze a < s At.
Z a < s plyne a € T, takze a < t. Soucasné ale a < t’, takze dostavame a <t At' = 0, a to je spor. Je
tedy s =t a pii(s) = s pro kazdé s € S.

Nyni dokézeme, ze ¢¢(B) = B pro vsechna B C A. Polozme b= \/z a T = (b) = {a € A; a < b}.
Zjevné T D B. At a € T\ B. Paka = aAb=\/ cg(aNc). Ovéem aAc < ¢, takie z a # ¢ plyne aAc = 0,
a tedy a = 0. Proto T'= B.

Pro B C C C A jisté p(B) < ¢(C) a pro s < t jisté ¥(s) C 1(t). Podle 15.1 je @ izomorfismus
Booleovych algeber.

2

Okruh R se nazyva idempotenini, jestlize a* = a pro kazdé a € R.

15.3 Tvrzeni. Bud B(A,V,0,1,”) Booleova algebra. Definujeme na B operace +, - tak, Ze a + b =
= (aAV)V (aAb) aa-b=aAb. Polozime dile —a = a pro kazdé a € B. Potom je B(+,-,—,0,1)
komutativni idempotentni okruh charakteristiky 2. Naopak, je-li B(+,-,—,0,1) komutativni idempo-
tentni okruh charakteristiky 2, tak B(A,V,0,1,)), kdeaAb=a-b,aVb=a+b+a-b, o’ =1+a, je
Booleova algebra.

Diikaz. Bud nejprve B(A,V,0,1,”) Booleova algebra. Pak zjevné a+b = b+a, a+a = 0, a+0 = a. Zbyva
ovétit a+(b+c¢) = (a+b)+caa-(b+c)=a-b+a-cproa,b,c € B. Je a+ (b+c) = a+((b' Ac) V(' Ab)) =
=(@n((BAc)V(AD)))V (@ A A)V(EAD)=(@ANBVI)A(cVE))V(a AV ANe)V (a A AD).
Ovsem a A (BV)A(eVY) = ((aAD)V (aAN))A(eV)=(aNbAC)V (aAD AC). Jetedy a+ (b+¢) =
=(aANbA)V(aANBA)V (@ ADAC)V (a ANV Ac). V tomto viraze lze a,b i ¢ vzdjemné zaménit, aniz
by se zménila hodnota tohoto vyrazu. Vyménime-li a a ¢, dostaneme opa¢nymi tpravami, ze a + (b + ¢)
jerovnoc+ (a+b)=(a+b)+c.Dilea-(b+c)=an(bA)V (B Ac)=(aNbA)V(anb Ac).
Ovsem (a Ab)A(anc) =aAbAd a(anb) AN(anc)=aNnb Ae.

Na druhou stranu, at B(+, -, —, 0, 1) je komutativni idempotentni okruh charakteristiky 2. Pak aVa =
=a+a+a’=a,(aVb)Vc=a+b+ab+c+ac+bc+abc=a+b+c+bc+ab+ac+abc=aV (bVc),
aVli=a+1l4+a=1,avV0=qa,aA(bVa)=a+ab+ab=a,aV(bAa)=a+ba+ba = a,
aN(bVe)=a-(b+c+bc)=ab+ ac+ a?bc = (a Ab) V (a A c). Konetné (') =1+ 1+a = a,
aVad =a+1+a+a+a®*=1laarad =a(l+a)=a+a=0.
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16. Podilové okruhy a télesa

At R = R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh a at S je podmonoid R(-,1), ktery neobsahuje délitele
nuly. Na mnoziné F' = R x S budeme definovat algebru F = F(+,,—,0,1). Pro pfehlednost budeme
uspotfadané dvojice (a,b) € R x S zapisovat §. Bud a,c € R a b,d € S. Definujeme

a+c_ad+bc a c _ac a _—a 0_0 1_1

b'd bd ' b d b b b "1 T
16.1 Lemma. F(+,0) a F(-,1) jsou komutativni monoidy.
Dikaz. Komutativita je zfejma piimo z definice. Buda € Ra b€ S. Pak § + 3 0 — a‘ll)ﬁb"o =f7ag % =
= % = £, takze Op a 1p jsou neutralnimi prvky. Pro nésobeni asomatwlta plyne rovnéz okamzité
z definice. Overme asociativitu s¢itani. Budte a,c,e € R a b,d, f € S. Pak (§ + §) + 5 £ = ad+bc + %

df+bcf+bd d

:af+b3]{+e:b+cf+ez%+(£+£). O

Na F' definujeme ekvivalenci ~ tak, ze { ~ ¢ pravé kdyz ad = be.
16.2 Lemma. ~ je kongruence F'.

Driikaz. Nejprve je tfeba ovéfit, Ze ~ je vskutku ekvivalence. Reflexivita a symetrie je jasna. At § ~
a g ~ % Pak acf = ade = bce, ¢ili af = be. Nyni je tieba ovéfit, Ze ~ je kongruence. Bud § ~

Pak jisté —% ~ —%. Bud jesté & ~ £. Pak & + & = 8fXbe 5 ¢ 4 4 — dobdd Oviem afdh + bedh

c

d
c
d

= adfh + bdeh = bcfh + bdfg = bfch + bfdg, takze § + % ~ S+ 4 Podobne z adeh = bcfg plyne
a. e ,c. g O
b F ™~ d ke

Ocividné plati
16.3 Lemma. Buda € S. Potom % ~0Fal~I1lp. O
16.4 Lemma. F/~ je komutativni okruh.

Diikaz. Podle 16.1 staci ovéfit, ze unarni minus poskytuje opacné prvky, a ovérit distributivni zakon.
Buda € Rabe S. Pak § + (—%) = 22 ~ 0p. Bud jesté c,e € Rad, f € S. Pak ¢ - (5 + %) =

__ acf+ad bcf+abde

7acbdfaeNacbbd; 67%‘{»%‘ D
7 16.3 dostavame:

16.5 Lemma. Buda,b¢€ S. Pak § - g ~1p. O

Formélné spravnéjsi (ale méné piehledné) by bylo v pfedchozim textu misto ¢ psat (a,b). Pfedstavme
si, Ze jsme zvolili tento formalné korektnéjsi postup a nyni definujeme ¢ = [(a,b)]~. Od této chvile tedy
zlomkem § oznacujeme cely blok [(a,b)]. ekvivalence ~. Neni to nic, co je v rozporu s nasim béznym
uzivanim zlomk, vzdyt nikoho nepiekvapi zapis % = %

Okruh F se znac¢iva R[S™!] a ¥ika se mu podilovy okruh R vzhledem k S nebo také okruh zlomki R
podle S. Procesu, kterym se okruh R[S™!] definuje, se iiké lokalizace.

Jestlize a € R a b € R nejsou délitelé nuly, neni ani jejich soucin ab délitelem nuly. Proto vSechny
prvky komutativniho okruhu R, které nejsou délitelé nuly, tvofi podmonoid R(-,1). Za S lze tedy zvolit
naptiklad tento podmonoid. Pfitom komutativni okruh R je obor integrity pravé kdyz mnozina S vSech
prvkil R, kteif nejsou délitelé nuly, je rovna R\ {0}. V takovém piipadé se R[S~!] nazyva podilové téleso
oboru integrity S. To, Ze jde vskutku o téleso, plyne z 16.5, nebot podle tohoto lemmatu je v R[S ']
invertibiln{ kazdy zlomek, ktery lze vyjadfit tak, Ze jeho Citatel lezi v .S (jmenovatel lezi v S vzdy).

16.6 Tvrzeni. At R je komutativni okruh, S podmonoid R(-,1), ktery neobsahuje délitele nuly. Defi-
nujme zobrazenio: R — R[S™!] tak, Ze o(r) = * prokazdér € R. Plati, Ze o je injektivni homomorfismus
okruhii.

ukaz. Zjevné T+ 2 = : £ =1Is . 7€ 0] momorfismus. Pritom & = 2 praveé Zr =235
Dk Zjevné T + 7 TJ{&, 1 = T atd., takZe o je homomorfismus. Pfitom { = § pravé kd ,

a proto je o prosté. O

r.
1

Protoze o je injektivni, miizeme ztotoznit prvek » € R s prvkem } € R[S ~1]. V dalgim tedy budeme
hledét na R jako na podokruh R[S™1].

16.7 Tvrzeni. At R je komutativni okruh a S podmonoid R(-,1). Pfedpoklddejme, ze o: R — U je
injektivni homomorfismus okruhi, pficemz kazdy prvek o(s), kde s € S, je v U invertibilni. Potom

45



existuje jedin}’/ homomorfismus : R[S ’1] — U takovy, ze Y(a) = o(a) pro kazdé a € R. Pritom {(§) =
=o(a)(o(b))~! pro libovolné ¢ € R[S~']. Homomorfismus v je rovnéz injektivni.

Diikaz. Zadny prvek s € S nemtize byt délitelem nuly, nebot v opa¢ném piipadé by o(s) nemohlo byt
invertibilni v U. ProtoZe pro kazdé b € S ma byt 1y = (1gjs-1]) = (2) =9(b- 1) = U(b) w(i) musi
byt ¥ (4) = (0(b)) ™! pro kazdé b € S, a tedy ¥(%) = ¢(a- 1) = o(a)(a (b)) pro kazdé ¢ € R[S~!]. Pro
libovolnd a € Rab € S je o(a)o(b) = a(ab) = o(ba) = a( )Jo(a), a proto i ar(b)a(a)’1 o(a)~to(b).
Tudiz pro ¢ = § mame ad = be, o(a)o(d) = o(b)o(c) a tedy i o(a ) (b)~t = o(b)"to(a) = o(c)o(d) L.
Tim je dokazana korektnost a jednoznac¢nost definice zobrazeni . Zbyva ovérit, Ze 1 je homomorfismus.
Zjevné ¥ (0gs-11) = 0u, Y(1gis-1)) = lu, Y(=%) = = (§), V(% - §) = ¥($)¥(§), a konecné ¥(§ + §) =
= w(%) = o(ad + be)o(bd) ™ = o(a)o(b)~t +o(c)o(d)~! = Y(3) +9(5). Injektivita plyne ) snadno
z injektivity o. O
16.8 Tvrzeni. At pro i € {1,2} jsou R; komutativni okruhy, pficemz S; jsou podmonoidy R;(-,1),
které neobsahuji délitele nuly. At o: Ry ~ Rs je okruhovy izomorfismus, ktery spliiuje o(S1) = Sa. Potom

Y Ry[ST'] — Ro[S5'], (%) = ZEZ)) je také izomorfismus.

Diikaz. Protoze Ry lze povazovat dle 16.6 za podmnozinu Ry[S, '], miizeme o chapat jako injektivni

homomorfismus R; — Ra[S, ']. Proto lze pouzit pro definici ¢ Tvrzeni 16.7. Podobné ze o~ ': Sy — S;

Ize odvodit existenci homomorfismu 7: Ry[S5 '] — R1[S; '] takového, e Y(§) = o= 1&3 Pak ale vy (%) =

= ¢ ay(g) = g, takze ¢ je bijektivni. O

V konstrukci R[S™!] stoji za povSimnuti, ze pokud b € S m4 inverzni prvek uz v R (tedy bc = 1 pro
néjaké c € §) tak § = §° = ac lezi v S pro kazdé a € R. To znamend, ze pokud kazdy prvek z S C R je
invertibilni v R, 1ze R[S™1!] ztotoznit s R. To specidlné znamen4, ze (R[S™!])[S™!] je vzdy rovno R[S~
a ze podilové téleso komutativniho télesa T je opét jenom téleso T'.

Je vhodné si uvédomit, ze podle 16.7 lze kazdy injektivni homomorfismus o: R — U, kde R je obor
integrity a U téleso, jednoznac¢né rozsitit na homomorfismus ¢: T — U, kde T je podilové téleso R.

Homomorfismus je podle 16.7 injektivni, coz vSak ovSem plyne z nasledujiciho obecnéjsiho pozorovani.

16.9 Lemma. At T je téleso a v: T — R homomorfismus okruhti, pficemz R je netrividlni okruh a
rovnéz v(T') je netrividlni. Potom je ~y injektivni.

Dikaz. Je tfeba dokézat, Ze pro zddné nenulové a € T neni a € Ker+~ (viz 5.8). Pfedpokladejme opak.
Pak 1z = y(aa™! = v(a)y(a™t) = 0g - v(a~ ') = Og, a odsud plyne, Ze r = 0 pro kazdé r € R, takie R
je trividlni. (Bez vypoctu lze dikaz provést, pokud si uvédomime, ze Ker+y je ideal T, pfi¢emz jedinym
netrividlnim idedlem télesa T je celé téleso T'.) O

Vratme se nyni opét k podilovym télestim. Af R je obor integrity a T" jeho podilové téleso. Podle 16.8
dostavame izomorfni podilova télesa, vyjdeme-li z izomorfnich obort integrity. Pfedpokladejme, ze R je
obsazeno v né&jakém télese U. Pak {ab~';a € R,b € R — {0}} zjevné tvoii podtéleso generované R v U.
Nasledujici tvrzeni vyslovuje viceméné ziejmy fakt, Ze toto podtéleso je izomorfni podilovému télesu 7.

16.10 Tvrzeni. Bud U téleso, R C U obor integrity a T podilové téleso R. At V oznacuje podtéleso
U generované R. Potom 0:T — V, kde o(%) = ab~?! pro kazdé 7 €T, je izomorfismus.

Diikaz. To, ze § — ab™ L pro kazdé & ¢ € T je injektivnl homomorfismus 7' — U, plyne z 16.7 rozsifenim

inkluze R — U, r +— r. Sestrojeny homomorﬁsmus zobrazuje t€leso T' na podtéleso U, které je jisté

nejmensim podtélesem, jez obsahuje R. a
16.11 Dusledek. Je-li T' podilové téleso okruhu celych ¢isel Z, tak zobrazeni o:T — Q, (%) = ab™!
je izomorfismus téles. a

Predchozi dusledek je vSak trochu zavadéjici tvrzeni. V teoretické aritmetice se odvozuji racionalni
¢isla z celych konstrukei, kterd je shodné s konstrukci podilového télesa. Disledek 16.11 je tedy spise
mozno pokladat za definici télesa racionalnich cisel.

Vime, Ze kazdy okruh R obsahuje nejmensi podokruh, feknéme S, ktery je roven vSem hodnotam i x 1,
kde ¢ probiha celd cisla, je-li R charakteristiky 0, a ¢ spliiuje 0 < ¢ < n, je-li R charakteristiky n > 0.

V pfipadé, ze je n > 0, je S ~ Z,,. Protoze Z, obsahuje délitele nuly, kdyz u je ¢islo slozené, vidime,
7e obory integrity musi mit bud charakteristiku nula, nebo prvoé¢iselnou charakteristiku. V tom druhém
pripadé je S ~ Z, podtéleso R. Vidime tedy, Ze v pfipadé nenulové charakteristiky p obsahuje kazdé
téleso T nejmensi podtéleso P = {i x 17;0 < i < p}. Tomuto télesu se ¥ikd prvotéleso.
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Obecné vzato je prvotéleso vzdy definované jako nejmensi podtéleso daného télesa T'. Tato definice je
korektni, protoze vSechna podtélesa tvori uzavérovy systém nad 7T'. Strukturu prvotélesa jsme v pfipadé
nenulové charakteristiky jiz popsali. Pfedpoklddejme, ze char T' = 0. Pak T obsahuje nejmensi podokruh
S={ix1lr;i € Z} ~7Z aoc:i — ix 1lp je injektivni okruhovy homomorfismus Z — T. Podle
16.10 (a vzhledem k 16.11) lze tento homomorfismus rozsifit na homomorfismus téles Q — 7', ¢ —
(a x 17)(b x 17)~1. Obrazem tohoto homomorfismu je nejmensi podtéleso, které obsahuje S, a to je
nejmensi podtéleso T vubec, tedy prvotéleso P. Vidime, ze v kazdém télese T' charakteristiky 0 je
prvotéleso P = {(a x 17)(b x 17)"%;a € Z,b€ Z — {0}} izomorfni té&lesu raciondlnich ¢isel Q.
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17. Existence korenovych a rozkladovych nadtéles

V této kapitole bude T' oznacovat komutativni téleso a p € T'[x] bude néjaky polynom stupné n > 1.
Ozna¢me I hlavni idedl generovany polynomem p, tj. I = pT[z] = {ap; a € T[z]} je mnozina vSech
nasobkil polynomu p, ¢ili mnozina vSech polynomt délitelnych polynomem p.

V kapitole 9 jsme si jiz vSimli, ze s kazdym nenulovym polynomem je asociovan pravé jeden monicky
polynom (polynomy jsou totiz asociovany, lisi-li se jen o ndsobek invertibilniho prvku, pfi¢emz invertibilni
prvky z T'[x] jsou pravé v8echny nenulové prvky télesa T'). Asociované polynomy generuji shodné hlavni
idealy, takze pfi vySetfovani struktury konkrétniho kvocientniho okruhu 7T'[z]/I mlZeme vzdy zvolit
polynom p monicky.

Ukéazeme, ze ke kvocientnimu okruhu T'[x]/I = T[x]/pT [z] 1ze pFistupovat podobné jako ke kvocient-
nimu okruhu Z /nZ. Pfitom na piikladech rozebereme postup popsany v kapitole 9, za tvrzenim 9.18.

Jsou-li a,b € T[z], tak a = b mod I znamend, Ze je a — b € I, tedy Ze p déli a — b. Proto je pfirozené
vedle a = b mod I psat také a = b mod p.

17.1 Lemma. Mnozina {a € T[z]; dega < n} je transversalou kongruence mod p.

Dikaz. Je-li b = pq + r, kde b,q,r € T[z] jsou polynomy, plati b = r mod p. Proto kazdy polynom
b € T[x] je modulo p kongruentni s néjakym polynomem r € T'[z], degr < n = degp.

Jsou-li a, b dva polynomy stupné mensiho nez n = degp, tak je i deg(a — b) < p, a proto v takovém
ptipadé z a = b mod p plyne a — b =0, a tedy a = b. O

Zobrazeni a — a + I je tudiz bijekce mezi transverslou {a € T[z]; dega < n} a okruhem T'[x]/I.
Na {a € T[z]; dega < n} mzeme tudiz pfenést strukturu okruhu T'[z]/I. Takto vznikly okruh budeme
oznacovat (T'[z]),. (Vztah (T[z]), a T'[x]/pT[x] je tedy podobny jako vztah Z,, a Z /nZ. V obou pfipadech
jde o okruhy indukované transversilou ve smyslu definice v zavéru 4. kapitoly.)

Pro a,b € (T[z])p, kde a = >, paix’ a b= >, bix" je a+brovno >, . (a; + by)x’, ¢ili
s¢itani v (T'[z]), se shoduje s béznym séitanim v T'[z]. (To plyne ze deg(a + b) < max{dega,degb}.)
Vsimnéte si, ze zde je jisty rozdil proti s¢itani v Z,,, nebot souéty v Z,, se nemusi shodovat se souéty v Z.

Pro a,b € (T'[z]), uvazme nyni jejich souéin ¢ v T'lz], tj. ¢ = >, (02,4 j—k a;b;)z". Hodnotou sou¢inu
ab v (T'[z])p je ten polynom stupné mensiho nez n, ktery je s ¢ kongruentni modulo p, €ili je to ten
(jednoznaéné uréeny) polynom r, ze ab = pg + r, kde degr < n. Podobné jako v Z,, je tedy i v (T'[z]),
hodnota sou¢inu rovna zbytku po déleni prislusnym generatorem hlavniho ideélu (v Z, je jim n, v (T'[z]),
je jim p).

Pripomenme nyni, Ze polynom p je ireducibilni, jestlize nelze vyjadrit jako soucin dvou vlastnich
deéliteld, tedy jestlize pro zadné a,b € T'[z] soucasné neplati p = ab, dega < n a degb < n. V kapitole
9 jsme ukézali, ze T[z] je eukleidovsky obor integrity, tedy obor hlavnich idedld, a tedy Gausstv okruh.
Proto je kazdy ireducibilni polynom prvoéinitel, takze podle 9.12 je idedl I = pT'[z] maxim&lni pravé
kdyZ je p ireducibilni. Pfipomenme (viz 4.6), ze T[x]/I je téleso pravé kdyz I je v T'[z] maximAlni idedl.
Dokéazali jsme:

17.2 Tvrzeni. Okruh (T'[z]), je télesem prévé kdyz p je ireducibilni polynom.
Vzhledem k zavaznosti tohoto tvrzeni uvedeme i pfimy dtikaz:

Diikaz. Pokud p neni ireducibilni, pak p = a-b, kde dega < n a degb < n. V (T'[z]), v takovém piipadé
mame a # 0 # b, ab = 0, takze (T[z]), neni ani obor integrity, natoz téleso. Je-li p ireducibilni a 0 #
= a € (T[z])p, tak polynomy a a p jsou v T'[z] nesoudélné. Proto podle 9.9 existuji polynomy u,v € T'[z]
takové, ze ua+vp = 1. To ale znamend ua = 1 mod p, takze k a 1ze v (T'[z]), nalézt inverzni prvek. d

7 dtvodd, které brzy ozfejmime, je nékdy potiebné psat misto = néjaky jiny symbol, naptiklad y.

Snadno lze uk4zat, Ze polynom ¢t = 3% + y + 1 je nad Zs[y] ireducibilni. (Kdyby tomu tak nebylo,
polynom ¢ by musel mit vlastni délitel stupné 1, a tim padem by musel mit alesponi jeden koren. Ovsem
ani 0 ani 1 kofenem zjevné nejsou.) S¢itani v (Zs[y]),s1,+1 necini obtiZe, a pro nasobeni sestrojime
multiplika¢ni tabulku:
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01 y y+1 y? 2+l P4y P4yt
0 00 0 0 0 0 0 0
1 01 y y+1 y? v 41 Py iyl
Y 0y y? v 4y y+l 1 y2+y+1 y2+1
y+1 0 y+1 vy Pl g4yl g2 1 y
y? 0 72 y+1 v4y+l y2+y oy 211
y2+1 0 y?+1 1 y? y y2+y+1 y+1 Y24y
Y2ty 0 v*+y y’+y+l1 2+l y+1 y Y2
v 4y+1| 0 y2+y+1 92+l gy 1 vy P y+1

Podle ptedchoziho je (Za[y])ys+y+1 téleso, takze jsme vlastné sestrojili téleso fadu 8. Zkonstruovali
jsem tedy téleso neprvociselného fadu. V této kapitole ukdzeme, Ze pro kazdé n € N a kazdé prvocislo ¢
existuje komutativni téleso radu ¢". Pozdéji jesté ukadzeme, ze komutativni télesa jinych t4d{ neexistuji
a ze kazda dvé komutativni télesa shodného rfadu jsou izomorfni. Plati také, ze kazdé konecné téleso je
komutativni; to vSak dokazovat nebudeme.

Predpokladejme nyni, ze p € T'[y] je ireducibilni polynom. Nad télesem (T'[y]), mizeme opét uvazovat
polynomy, tedy mizeme pracovat s okruhem (T'[y]),[z]. Protoze T je podtélesem télesa (T'[y]), (prvky
télesa T totiz ztotoziiujeme s polynomy stupné 0 a —1), plati T'[z] C (T[y])p[z].

Polynomem ze (Zs[y]),s 1, +1[z] tedy napiiklad je (y*+1)2®+ya® +2? + (y*+y+1), ale také z3 +z+1.

Mame-li spocitat hodnotu polynomu a € (T'[y]),[z] v néjakém bodé u € (T'y]),, mizeme postupovat
tak, Ze pomoci vytvorené tabulky nasobeni postupné vyhodnotime vSechny mocniny u*, kde i < dega,
a pak opét pomoci tabulky ndsoben{ spo¢itdme hodnotu a;u’ v (T'[y]),, a nakonec provedeme soucet.

Je-lia = (y2+1)x8 +ya® + 22+ (y*+y~+1) € (Zaly])y2+4+117] a u = y+1, tak timto zptisobem zjistime,
zeul=y’+1L,ud =y ut =y +y+L,ud =y, ub =y?+y, WP+ Dub =y+1,atedy aly+1) =y+1,
takZe a se v bodé y 4+ 1 chova jako identické zobrazeni.

Pro vypocet a(u), kdea = Y a;z* € (T'[y])plx] au € (T]y]), oviem mizeme pouzit i jiny postup. Pokud
koeficienty a; chapeme jako prvky okruhu T'[y], tak namisto polynomu a miZeme uvazovat polynom b =
=Y a;xt € T[y[z] (graficky zépis polynomti b a a je stejny, ale jsou to polynomy nad rtiznymi okruhy).
Prvek u = Y ;. uiy’ € (T[y]), mizeme chapat jako polynom v = > u;y* € T'[y]. Nyni b(v) je prvek
Tly] a existuje jediny prvek w € T[y] takovy, Ze je w = b(v) mod p a degw < n.

17.3 Lemma. Plati w = a(u).

Diikaz. Hodnota b(v) je rovna souctu élentt a;v¢, kde a;v° pocitdme v T'[y]. Hodnota a(u) je rovna souctu
¢lentt a;u’, kde a;u’ poéitdme v (T'[y]),. Pokud na a;u’ € (T'[y]), pohlédneme jako na prvek 7'[y], tak
z definice (T[y]), okamZité vyplyva, Ze je a;u’ = a;v* mod p. To ale znamend i Y a;u’ = Y a;v° mod p,
¢ili a(uw) je kongruentni s b(w) modulo p, pokud a(u) € (T[y]), chdpeme jako prvek T'[y]. Je tedy
w = a(u) mod p a plati degw < n a dega(u) < n, ¢li nutné w = a(u). O

Pouzijeme-li pfedchozi lemma na polynom a = (y*+1)2®+yz®+2%+(y*+y+1) € (Zaly])ys1y+1(2], ana
u = y+1, tak obdrzime b(v) = (y°+1)(y+1)°+ (y+1)°+ (y+1)* + (4> +y+1) = y° +y°+y° +y' +y> +1 =
= (y3+y+1)(y°+y) + (y+1), takze vskutku plati a(u) = y+1 = b(v) mod y3 +y + 1.

Lemma 17.3 ma jeden velmi vyznamny dusledek:

17.4 Tvrzeni. Budte T komutativni téleso a a = Y- a;x* € T[x] polynom ireducibilni nad T'. Polozme
p =Y a;y* a uvazme téleso (I'[y]), 2 T. Pak a =) a;x* ma v (T'[y])p[x] kofen y.

Diikaz. Vyhodnotime-li polynom Y a;2% v T'[y][x], dostaneme po dosazeni y hodnotu 3~ a;y* = p. Oviem
jisté je p = 0 mod p, a proto je podle 17.3 hodnota polynomu a € (T'[y])p[z] v bodé y € (T'[y]), rovna
0. O

Predchozi tvrzeni tedy napiiklad fiké, Ze polynom z3 + x + 1 € (Za[y])ys1y+1(2] m& v (Za[y])ys4y+1
kofen y. Pokud se o této skutecnosti chceme presvédéit piimo z multiplikaéni tabulky télesa (T'[y])p,
vidime, Ze 3> je rovno y+1, takZe je y> +y + 1 = (y+1) + y + 1 = 0. Mohli bychom se také dale ptat
(i kdyz to v tuto chvili neni podstatné), zda se polynom 3+ z+1 rozklada v (Zs[y]) 2+ ,+1(x] na kofenové
¢initele. Tak tomu skutecné je, a plati 2% +z + 1 = (x — y)(z — y?)(z — (v*+y)).

Kazdy polynom stupné alespon 1 je soucinem ireducibilnich polynomu, a proto 17.4 okamzité impli-
kuje:

17.5 Dusledek. Bud T komutativni téleso a a € T[zx| polynom stupné alespori 1. Potom existuje
komutativni téleso U O T takové, ze a ma v U alespon jeden kofen. O
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Nemala péce, kterou jsme vénovali dikazu 17.5, byla motivovana snahou po pfedlozeni snadno pocho-
pitelného postupu, ktery by vyuzival analogii s poc¢itanim dle celociselnych moduli. Existuji samoziejmeé
daleko kratsi dikazy, které nevyzaduji definici télesa (T'[y]),. Napiiklad nédsledujicim dikazem 17.5 by
bylo mozno nahradit celou pfedchézejici ¢ast této kapitoly.

Dikaz. Protoze a je soudinem polynomt ireducibilnich v T'[z], 1ze pfedpokladat, Ze a je ireducibilni.
Pak I = a T'[z] je maximalni idedl a U = T[z]/I je téleso. Zobrazeni ¢t — t + I je homomorfismus téles
T — U, takZe pfi ztotoznéni ¢t a t + I muzeme T chépat jako podtéleso U. Pak mame T[z] C Ulx],
a dosadime-li do a € U[z] hodnotu « + I, dostaneme a + I. OvSem a je prvek I, takze a+ I = I = 0y,
a proto je a(z + I) = 0yp. O

Bud U komutativni téleso a T jeho podtéleso. Pro S C U se podtéleso generované T'U S znaéi T'(5).
Je-li S ={ai,...,ar}, tak vedle T'(S) piseme téz T'(aq, ..., axk).

Je-lia € Tz] aa € U je kofenem polynomu a, tak se téleso T'(«) nazyvé kotenové nadtéleso polynomu
a. Jestlize se polynom a € T'[x] v Ulx] rozklada na kofenové ¢initele a aq, . . ., ay, jsou vSechny jeho kofeny,
tak se téleso T'(ay,. .., ax) nazyva rozkladové nadtéleso polynomu a.

Z 17.5 plyne, Ze ke kazdému polynomu a € T'[z] lze sestrojit kofenové nadtéleso. Indukei nyni snadno
dokazeme existenci rozkladovych nadtéles.

17.6 Tvrzeni. Bud T komutativni téleso a a € T[z] at je polynom stupné alespoil 1. Pak existuje
komutativni téleso U 2 T takové, ze a se v U[x] rozklad4 na kofenové ¢initele.

Diikaz. Postupujme indukci podle n = dega. Je-li n = 1, stac¢i polozit U =T. Atjen>1aatVDOT
je kofenové nadtéleso polynomu a, pficemz a € V je kofen a. Pak a je rovno (x — a)b, kde b € V[x] je
stupné n — 1. Podle indukéniho pfedpokladu existuje komutativni téleso U O V, ve kterém se b (a tim
padem i a), rozklad4 na kotfenové ¢initele. O

17.7 Tvrzeni. Bud p prvoéislo a n € N. Rozkladové nadtéleso polynomu " — z € Zp|z] ma prave p™
prvki.

Diikaz. At U je né&jaké rozkladové nadtéleso polynomu 2" —z. Z U D Zp plyne, ze charakteristika U je
rovna p. At M oznacuje mnozinu viech kofent polynomu xz?" — x. Protoze p nedéli p™ — 1, plyne z 9.16,
7e xP" — r m4 vesmés rizné koreny, takze M ma p™ prvki. Pfitom a € U lezi v M tehdy, je-li a?” = a. Z
9.22 vyplyvé, ze M je téleso, takze M obsahuje i prvotéleso Z,. OvSem U ma byt nejmensi téleso, které
obsahuje Z, a M, a proto musi byt rovno M. a

17.8 Tvrzeni. At U je néjaké komutativni téleso fadu p", kde p je prvocislo an € N. At P ~ Z, je
prvotéleso télesa U. Pak U je rozkladovym nadtélesem polynomu xzP" — x € P|x].

Diikaz. Rad grupy U* je p™ — 1, takze a?" ~! = 1 plati pro kazdé nenulové a € U. To znamend, Ze kazdé
a € U splituje a?" = a, a tedy U je tvoFeno pravé viemi kofeny polynomu 2?" — z. O
V nésledujicich kapitolach dokazeme, ze
(i) kazdé konec¢né komutativni téleso charakteristiky p musi mit ¥ad p™, kde n € N, a zZe

(ii) dvé rozkladovd télesa nad tymz polynomem jsou vzdy izomorfni.

7 17.7 a 17.8 tudiz poté vyplyne, ze konecné komutativni téleso radu m existuje prave kdyz m = p”
je mocnina prvocisla, a ze libovolnd dvé komutativni télesa stejného konecéného fadu jsou navzajem
izomorfni.
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18. Algebraické prvky a minimalni polynomy

V celé této kapitole ,téleso‘ znamend ,komutativni téleso.

Jestlize U O T jsou komutativni télesa, tak U mzeme chapat jako vektorovy prostor nad T (s¢itani ve
vektorovém prostoru je shodné se s¢itanim v U, je-lit € T a u € U, tak skaldrni nasobeni ¢ - u definujeme
jako souéin ¢ - u v télese U). Dimenze dimr U vektorového prostoru U se znadi [U : T] a nazyva se stuper
télesa U (nad T'). Je-1i [U : T| < oo, fekneme, ze U je rozsireni koneéného stupné.

Jako priklad miZeme uvést komplexni a redlnd cisla. Je ziejmé, ze C jako realny vektorovy prostor
m4 dimenzi 2 (méme-li zvolit jeho bazi, tak nejpfirozendjsi je vybrat ¢isla 1 a i). Poznamenejme, ze C je
jak kofenové, tak rozkladové nadtéleso polynomu z2 + 1 € R[z].

18.1 Lemma. Bud T C U CV do sebe viazena télesa. Potom [V : T] = [V : U] - [U : T).

Dikaz. At A je baze U nad T a B je baze V nad U. Stadi ukdzat, ze C = {ab; a € A, b € B} je
baze V nad T. Je-li v € V, existuji up € U, ze v = ), pupb, a protoze kazdé u; lze zapsat jako
Y acatapa, kde top € T, tak v = ) t,pab. Naopak, at ) t,pab=0,kde a € A, b€ B at,, € T. Pak
> beB(Xacatapa)b = 0, takze pro kazdé b € B je ) . 4tapa = 0, a tedy t,p = 0 pro viechna a € A4,
be B. O

18.2 Lemma. At S D R jsou komutativni okruhy a « at je prvek S. Pak okruh R[a] je roven okruhu
Im j, = {a(a); a € R[x]}.

Diikaz. {a(a); a € R[z]} = Imj, je podokruh S, a proto R[a] C Imj,. Pro a = > a;z’ € R[z] je
a(a) =Y a;a’ jisté prvek R[a]. O

Prvek «a € U se nazyva algebraicky (nad T), jestlize a(o) = 0 pro né&jaké a € T[z], a # 0. Pokud
takovy polynom a neexistuje, nazyvame « transcendentni (nad T).

18.3 Tvrzeni. Necht T C U jsou télesa a at « € U je prvek algebraicky nad T. Pak existuje jediny
monicky polynom m € T'[z] takovy, Ze pro viechna a € T[z] je a(a) = 0 pravé kdyZ m déli a. Polynom
m je ireducibilni a hlavni idedl mT[x] je jadrem dosazovaciho homomorfismu jo:T[x] — U. Zobrazeni
a + mT[z] — a(a) je izomorfismus okruhu T[z]/mT[z] a T[a]. Oba tyto okruhy jsou télesa a plati
Tla] =T ().

Dikaz. Pro a € T[x] plati a(a) = 0 pravé kdyz je jo(a) = 0. Jadro homomorfismu j, je vlastni
ideal, a z kapitoly 10 vime, ze kazdy vlastni idedl lze jednozna¢nym zptisobem vyjadfit jako hlavni ideal
generovany monickym polynomem.

At m déli pq, kde p,q € Tlx] jsou polynomy. Pak 0 = m(a) = p(a)g(a), takze je p(a) = 0 nebo
q(a) = 0. Cili m déli p nebo ¢, takZe vidime, Ze m je prvocinitel, a tedy ireducibilni polynom.

Podle 18.2 je Im j, rovno T'[«], takZe j, je surjektivni homomorfismus T'[x] na T[a]. Podle prvni véty
0 izomorfismu je zobrazeni a + mT[x] — a(«) izomorfismem okruht T'[x]/mT[z] a T[«]. Protoze mT [x]
je maximalni idedl (viz 9.12), tak je okruh T'[x]/mT[z] télesem (viz 4.6), a proto je i okruh T'[a] téleso.
Protoze T'(«) je nejmensi podtéleso U, které obsahuje T'[a], musi byt T'(«) = T[a]. O

Polynom m z Tvrzeni 18.3 se nazyva minimdlni polynom prvku « (nad T') a znadi se mg.

18.4 Tvrzeni. Bud o € U D T. Pak « je algebraicky nad T pravé kdyz [T(«) : T| < oo. Je-li «
algebraicky nad T, tak T'(a) = T[a] a [T[a] : T] = degmy,.

Dikaz. At [T(a) : T] = n. Je-li n < o0, jsou 1,q,...,a™ prvky nad T linedrné zavislé, takze existuji
0, C1, -+ ., Cn, prvky T takové, ze > c;a’ = 0 a ¢; # 0 pro alesponi jedno 0 < j < n. Tudiz ¢(a) = 0 pro
0#c=> ¢z’ takze a je algebraicky nad 7.

Naopak, at a € U je algebraicky nad T a s = degm,,. Ukazeme, 7e 1,q,...,a* ! tvoii bazi T[a] =
= T(a). Je-li ¢ € T[z], dege < s — 1, tak c¢(a) = 0 jediné pro ¢ = 0. Proto jsou 1,c,...,a* ! linedrné
nezavislé. Je-li § € Tla], tak existuje b € T[z], ze § = b(a). Oviem b = myq + r, kde ¢,r € T|x],
r=> riz" adegr <degmg = s, takze 8 =b(a) =r(a) =Y | cicsq TV O

At T C U jsou télesa. U nazveme algebraickym rozsirenim T, jestlize kazdy prvek 8 € U je algebraicky
nad 7T

18.5 Dusledek. Kazdé rozsiteni konecného stupné U télesa T je algebraické rozsiteni.

Diikaz. Bud 8 € U. Podle 18.1 je [U : T| = [U : T(B)] - [T(B) : T, takze [T'(5) : T je kone¢né ¢islo.
Podle 18.4 je 3 algebraicky prvek. O
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18.6 Tvrzeni. AtT C U jsou télesaaay,...,a, € U jsou algebraické nad T. PotomV =T (a1, . .., ay)
Jje konecné algebraické rozsifeni T aV = T[aq,...,ay].

Diikaz. Polozme To =T a T; = Tlaq, ..., a5, 1 <i < n. Indukel ukdZzeme, ze T; je téleso a ze pro ¢ > 1
je [T; : T;—1] koneéné. Pro ¢ = 0 neni co dokazovat, at 0 < i < n — 1. Pak T;11 = T;[a; 1], pFicemz o1
je algebraicky nad T; O T. Podle 18.3 je T;4+1 téleso a podle 18.4 je [T;11 : T;] konecné.

Tudiz V =T, V je rozsifeni konecného stupné, a to je podle 18.5 algebraické. O

18.7 Dusledek. At U D T je rozkladové nadtéleso polynom a € T[x] a at a1, ...,a, € U jsou vSechny
kofeny a. Pak U = Tlaq, . .., ap]. O

Na zaveér této kapitoly jesté zminime, jak lze dosazené vysledky vyuzit pro konec¢na télesa.

18.8 Lemma. Bud T konecné téleso, a at' p je jeho charakteristika. Pak je p > 0 prvocislo a |T'| = p"
pro néjaké n € N.

Dikaz. T je vektorovy prostor nad prvotélesem P. ProtoZe P je kone¢né, je P ~ Z,,. T je nad P dimenze
[T : P], takze |T| = |P|T:F). O

Podle 10.12 je multiplikativni grupa 7™ kazdého konec¢ného télesa T  cyklickd. Méa-li téleso ¢ = p™
prvkd, tak T je fadu ¢ — 1 = p™ — 1, takZze cyklickd grupa T* ma o(p™ — 1) generatort. Je zvykem kazdy
takovy generdtor nazyvat primitivni pruek télesa T. Je-li P ~ Z,, tak T = P[] jisté plati pro kazdy
primitivni prvek &. Podle 18.4 tudiz dostavame:

18.9 Tvrzeni. At T je konecné téleso rddu p™ a P jeho prvotéleso. At £ je néjaky primitivni prvek
telesa T'. Pak je P ~ Z,, a degm¢ = n. O

7 18.3 nyni okamzité plyne:

18.10 Dusledek. Pro kazdé n € N a pro kazdé prvocislo p existuje ireducibilni polynom a € Z[z],
ktery je stupné n. O

Podle 18.10 je tedy vzdy mozné sestrojit téleso Fadu p™ ve tvaru Zp[z], (viz kapitola 17). V nasledujici
kapitole dokazeme, Ze libovolna dvé télesa fadu p™ jsou izomorfni. To znamena, Ze ze strukturalniho
hlediska nezalezi na konkrétni volbé ireducibilniho polynomu a.

MoZn4, 7e si nékdo polozi otdzku po vztahu polynomu a?" — z € Zy[z] a ireducibilnich polynomt
stupné n. K tomu lze naptiklad uvést, ze 2" — z je roven soucinu viech ireducibilnich polynomi stupiiit
m < n, pfi¢emz kazdy z téchto polynomu se v rozkladu polynomu zP" — z vyskytuje pravé jednou. Toto
tvrzeni ovSem lezi mimo ramec vykladu, a dokazovat ho nebudeme.
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19. Jednoznacnost kofenovych a rozkladovych nadtéles

19.1 Lemma. At f: R~ S je izomorfismus okruhti a at I C R a J C S jsou idedly takové, ze f(I) = J.
Potom zobrazeni a + I — f(a)+ J je korektné definované a je to izomorfismus R/I ~ S/J.

Dikaz. mnaty f: R — S/J je surjektivni homomorfismus, ktery zobrazuje prvek a € R na f(a)+ J. Jeho

jadrem je idedl I, a proto podle 1. véty o izomorfismu (7.10) je a + I — f(a) + J izomorfismus R/I

aS/J. O
Je-li f: R — S homomorfismus okruht, definujeme f,: R[z] — S[z] tak, Ze pro a = Y a;x" € R[z] je

fz(a) =3 f(a;)2®. Vsimnéte si, Ze zobrazeni f, je rozsffenim homomorfismu f.

19.2 Lemma. f,: R[z] — S[z] je okruhovy homomorfismus.

Dikaz. Afa=3) a;z’ ab= ) bz’ jsou polynomy z R[z]. Pak f.(a+0b) = f(a; +bi)z’ = > (f(ai) +

+f(bi)a" = fola) + fo(b) a fala-b) = 324 f (i jmp aib)a" = 34 (34 jmp £(ai) f(b5)2" = fu(a) fu(D)-

Zbytek je ziejmy. a

Okruh R[] je generovan mnozinou R U {z}. Je-li A néjaky jiny okruh a hy, he jsou homomorfismy
R[z] — A, tak podle 13.12 musi byt h; = ho, pokud plati hi(x) = ha(z) a pro kazdé r € R je hi(r) =
= ha(r). Tohoto pozorovéani vyuzijeme v obou nésledujicich lemmatech.

19.3 Lemma. Budte f: R — S a ¢: S — T homomorfismy okruhti. Pak (gf)s = gx fx-

Dikaz. Plati (¢f)2(2) = go(fa(2)) a pror € R je gufo(r) = gf(r) = (9.f)(r)- O
19.4 Dusledek. Bud f: R ~ S izomorfismus okruhii. Pak f,: R[z] — S[x] je rovnéz izomorfismus.
Dikaz. Podle 19.3 je fo(f™1)e = (ids)s = idspm) a (f e fe = (idr)s = idg) O

19.5 Lemma. Bud f: R — S homomorfismus okruhti a at' o € R. Pak fjo = j¢(a)fe-

Rla) —I— S
jal lma)
R % S

Diikaz. fja(r) = f(?") = Jf(a)(f(r)) = jf(a)fm(r) pror € R, a f]a(‘r) = f(Oé) = jf(a)(x) = jf(a)fm(x)
O

19.6 Lemma. Bud f:T ~ S izomorfismus komutativnich téles a at I C T[z] a J C S[z] jsou nenulové
idedly, pro které plati f,(I) = J. Jsou-lia € T[x] ab € S[x] ty (jednoznacné uréené) monické polynomy,
které spliuji I = aT'[x] a J = bS|[z], tak plati f(a) = b.

Dikaz. bS[z] = J = f.(I) = fo(aT[z]) = fo(a)fa(T[z]) = fz(a)S[z] a f(a) je monicky polynom.
Vime (viz kapitola 9), Ze idedl J je generovan pravé jednim monickym polynomem. Proto se f,(a) musi
rovnat b. O

19.7 Tvrzeni. Budte T C U a S C V komutativni télesa, f:T ~ S izomorfismus a at o € U je prvek
algebraicky nad T a 8 € V prvek algebraicky nad S. Izomorfismus ¢: T[] ~ S[3] splitujici g(a) = 8
a g(t) = f(t) pro vSechna t € T existuje pravé kdyz f,(mq) = mg.

Diikaz. Predpoklddejme nejprve, Ze plati fz(mq) = mg. S vyuzitim 18.3 a 19.1 sestrojime fadu izomor-
fismu

T[a) ~ T[z]/maT[x] = S[z]/mpgS[z] ~ S[3].

Oba krajni izomorfismy vyjadfuji skutecnost, ze kazdé kofenové nadtéleso algebraického prvku je
strukturalné shodné s kvocientem podle hlavniho idedlu pfislusného minimélniho polynomu (toto pozo-
rovani je obsahem Tvrzeni 18.3). Prostfedni izomorfismus je pak pfimou aplikaci 19.1, kde se fik4, zZe
izomorfismus okruhi (zde je to izomorfismus f,) lze pfenést na izomorfismus kvocientnich okruht, jestlize
faktorizujeme pies idedly, které si v daném izomorfismu jednoznaéné odpovidaji (zde to jsou hlavni idealy
generované polynomy mq a mg).

Provedme nyni naznaéeny postup podrobné. Podle Tvrzeni 18.3 jsou zobrazeni u:T[x]/m T [x] —
Tla] a v: S[z]/mpgS[z] — S[F], jez jsou definovana vztahy u(a + m,T[z]) = a(a) a v(b+ mgS[z]) =
= b(3), izomorfismy. Protoze f, je podle 19.4 izomorfismus T'[z] a S[x] a protoZe podle pfedpokladu je
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fe(maTx]) = mpS|x], dostdavame z 19.1 izomorfismus w: T[z]/moT[x] ~ S[z]/mgS[z], w(a+mTz]) =
= fu(@) + mgSla).

Jako vhodn§ kandidat se na misto hledaného izomorfismu ¢ se piimo nabizi vwu~!. Stadi ovéfit, ze
je vwu~t(a) = B a ze vwu~t(t) = f(t) pro kazdé t € T. Z definic izomorfismii v, w a u ale skute¢né
dostavame vwu~! () = vw(t + maT[x]) = v(f(t) + mpS[z]) = f(t). Protoze z(a) = a a z(B) = S, tak
vwu" (@) = vw(z + maT[z]) = v(x + mpS[z]) = 3, a lze tedy polozit g = vwu~!.

Nyni naopak pfedpokladejme, Ze existuje izomorfismus g: T[] ~ S[f], ktery je rozsifenim f:T ~ S,
a spliiuje g(o) = B. Uvazme dosazovaci homomorfismy j,: T[a)[z] — T[a] a jg: S[G][z] — S[F]. Podle
19.5 e jpgs = G

Tla] C T[]fx] —=— S[B][x] 2 S[a]
TCTle] —>— SPE2S

Pro a € T[x] je jisté fz(a) = g.(a), nebot g je rozsifenim f. Pro a € T'[z] tedy plati a € m,T[z] <
al@) = 0 & ja(a) = 0 & gja(a) = 0 & jgga(a) = 0 < (92(a))(B) = 0 & (fz(a))(B) = 0 &
fz(a) € mgS[z]. Polynom a tedy patii do idedlu m,T'[x] pravé kdyz f,(a) patii do idedlu mgS[z], takze
fe(maTx]) = mpS[x]. Podle 19.6 je f,(mq) rovno mg. O

19.8 Véta. Bud f:T ~ S izomorfismus komutativnich téles, a € T[x], dega > 1, a at U D T je
rozkladové nadtéleso polynomu a € T[z], zatimco V' D S je rozkladové nadtéleso polynomu b = f.(a).
At aq,...,ay, jsou kofeny a vU a f31,..., [, kofeny b ve V. Pak m = n a existuje permutace o € S,
a izomorfismus g: U ~ V' tak, Ze g(t) = f(t) pro vsechnat € T a g(a;) = B,(;) pro1 <i <n.

Diikaz. At a = p¥ ... pF je rozklad polynomu a na ireducibilni Gnitele v T[z]. Poloime ¢; = f.(p:),
1 <i<k Pakb=qM".. ¢" je podle 19.4 rozklad na ireducibilni &initele v S[z]. Ditkaz provedem
indukei podle [U : T]. Je-li U = T, lze kofeny uspofadat tak, ze p; = —«a; a ¢ =2 — f;, 1 <i <r,
takze staci polozit g = f. Af je [U : T] = j > 0 a at véta plati pro kazdy stupeii mensi nez j. Kofeny
a polynomy jisté mizeme uspotfadat tak, aby «; byl kofen p; a (31 kofen ¢;, a aby degp; = degq; > 1.
Podle 19.7 existuje izomorfismus h: T'(aq) — S(B1) takovy, Ze h(aq) = B1 a h(t) = f(t) pro kazdé t € T.
Protoze [U:T)=[U : T(an)]- [T(1) : T) = [U : T(v1)] - degpy (viz 18.1 a 18.3), je [U : T'(a1)] < j. U je
rozkladové nadtéleso polynomu a € T'(a1)[x] a V je rozkladové nadtéleso polynomu b € S(31)[z]. Podle
indukéniho predpokladu existuje izomorfismus g: U — V, ktery ma pozadované vlastnosti a rozsituje h,
atimi f. O
19.9 Véta. At je q € N. Pak konecné komutativni téleso rddu q existuje pravé kdyz q je rovno p™ pro

vovoz

nékteré prvocislo p a n € N. Libovolna dvé komutativni télesa téhoz Fadu q jsou izomorfni.

Diikaz. Af pro ¢ = 1,2 jsou T; komutativni télesa fadu g a at P; jsou jejich prvotélesa. Podle zavéru
kapitoly 16 a lemmatu 18.8 existuje prvocislo p a n € N takové, zZe je P; ~ Z, a ¢ = p™. Podle 17.8 je T;
rozkladovim nadtélesem polynomu z?" — x € P;[z], takze z 19.8 plyne Ty ~ Ty z P ~ P». O

Téleso T' ¥adu p™ se Casto znacli GF(p™), kde GF je zkratka z ,Galois field‘. Lze se dohodnout, Ze
GF(p) je rovno Z,. OvSem pro n > 1 se uz zadny kanonicky tvar GF(p") nezavadi. Podle 10.10 je
multiplikativni grupa GF(p™) cyklickd fadu p™ — 1. Proto mé p(p™ — 1) generatort. Kazdy z téchto
generatord se nazyva primitivni prvek.
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symboly a znacky

@, 5 30

<, 18

X, 18, 19
~, 19, 45
“, 30

V, A, 18

|, 21

I, 21

a, 24

Alp, 7
la],, 7, 12
8, 45

AB, Ab, aB, A1, 8
a=bmod N, 9
Aut(A), 14
Con(4), 40
dega, 4
End(A), 14
G/N, 10
GF(p"), 54
|G:H]|, 8
char R, 14
I+J, 10
idg, 4
ker f, 12
Ker f, 13
Ly, 8

M, (T), 6, 30
M(T), 30
nxa, 18
nat,, 12
NSD, NSN, 21
nZ, 10

P, 50
[l 4
R7, 24
Rlx], 4

R,, 8

RM, 5
RIS™Y), 45
SQ? 4; 30
sgn, 30

¥, 15
Sub(A), 40
T* 3, 25
(T[x])a, 27
TQ? 4; 30
Tr A, 31

T —a, 26

Abelova grupa, 2
akce (ptsobeni) na mnozing, 30
algebra se signaturou, 15

Rejstiik

95

C

D

H

algebraické rozsiteni, 51
algebraicky prvek, 51
algebraicky uzavriené téleso, 26
asociativita, 2

asociované prvky, 21

atom, 18, 44

automorfismus, 12

bilinearni zobrazeni, 34
bimodul, 33
binomicka véta, 27
blok ekvivalence, 7
Booleova algebra, 43

cyklicka grupa, 28
cyklickd podgrupa, 13

Castecné usporadani, 18

délitel, 21

délitel nuly, 24

derivace (formdlni), 24
direktni suma okruhu, 16
distributivita, 2

dolni zavora, 18

dosazovaci homomorfismus, 26

endomorfismus, 12
eukleidovska funkce, 2/
eukleidovsky obor integrity, 25
Eulerova funkce, 28

faktorgrupa, 10

faktorizace operaci, 9
faktormodul, 10

faktorokruh, 10
faktorstruktura, 9

Frobenitv endomorfismus, 27

Galois field, 54

Gausstv obor integrity, 25
generator cyklické podgrupy, 13
generovana podalgebra, 40
generovany ideal, 25

grupa, 2

grupovy okruh, 6

Hassetv diagram, 18
hlavni ideal, 10
homomorfismus, 12
horni zavora, 18

Ch

charakter grupy, 31
charakteristika okruhu, 14



ideal, 10

identické zobrazeni, 4
index podgrupy, 8
indukované operace, 11
infimum, 18

injektivni zobrazeni, 12
interval svazu, 40
invertibilni prvek, 8
inverzni prvek, 2, 3
ireducibilni charakter, 32
ireducibilni prvky, 21
iterované scitani, 13
izomorfismus, 12

jadro, 12

jadro homomorfismu, 18
jadro kvaziuspotradani, 19
jednoducha grupa, 30

jednoznacny ireducibilni rozklad, 22

kartézsky soucin algeber, 16
Kleinova grupa, 30

koatom, 18

komutativita, 2
komutativni monoid, 21
komutativni struktura, 2
kongruence, 9

konjugované prvky, 30
kofen polynomu, 26
korenové nadtéleso, 50
kofenovy C¢initel, 26
Kroneckertiv soucin matic, 37
kvaziusporadani, 19
kvocient struktury, 9

leva translace, 8

levé (rozkladové) tiidy, 8
levy ideal okruhu, 10
levy modul, 2

linearni usporadani, 18
lokalizace, 45

maticovy okruh, 6
maximalni idedl, 10
maximalni prvek, 38
minimalni polynom, 51
minimalni prvek, 38
mnozina generatord, 40
mnozina generovana mnozinou, 38
modul, 2

monicky polynom, 26
monoid, 2

monoid s kracenim, 21
monoidovy okruh, 6
monotonni zobrazeni, 19

N

=y

multiplikativni grupa, 4

n-arni operace, 7

nasobnost kotenu, 26
nejmensi prvek, 18

nejmensi spolecny nasobek, 21
nejvetsi prvek, 18

nejvetsi spolecny délitel, 21
neporovnatelné prvky, 18
nesoud€lné prvky, 21
neutralni prvek, 2, 3
nevlastni idealy, 10
noetherovské kvaziusporadani, 20
normalni podgrupa, 8

obor hlavnich ideald, 25
obor integrity, 24

okruh, 2

okruh hlavnich ideald, 10
okruh zlomkd, 45

opacné prvky, 2

opacné usporadani, 18
opacny svaz, 19

p-primarni komponenta, 30
podgrupa, 7

podilové téleso, 45
podilovy okruh, 45
podmodul, 7

podmonoid, 7

podokruh, 7
podpologrupa, 7
podtéleso, 7

pokryvani prvkem, 18
pologrupa, 2

polynom, 4

porovnatelné prvky, 18
prava translace, 8

pravé (rozkladové) tridy, 8
pravy idedl okruhu, 10
pravy modul, 2

primitivni prvek, 52
prisek, 18

prvocinitel, 22

prvotéleso, 46

prirozené zobrazeni, 12
plsobeni (akce) na mnozing, 30

regularni pisobeni, 31

regularni reprezentace, 31
reprezentace (maticova), 80
rozkladové nadtéleso, 50
rozlozeni na kofenové cinitele, 26
rozsifeni kone¢ného stupné, 51

fad grupy, 8



fad prvku, 13

skalarni nasobeni, 2
slucitelna ekvivalence, 9
slucitelné zobrazeni, 12
spojeni, 18

stopa matice, 31

stupen, 51

stupen polynomu, 4
supremum, 18

surjektivni zobrazeni, 12
svaz, 18

svaz ideala, 38

svaz kongruenci, 38

svaz normalnich podgrup, 38
svaz podalgeber, 38

svaz podtéles, 38

svaz s nulou a jednickou, 19
symetricka grupa, 4

téleso, 2

torzni ¢ast, 30

torzni grupa, 30

torzni prvek, 30

torzni soucin, 33
transcendentni prvek, 51
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U

transformacni monoid, 4
transversala, 11
trivialni okruh ¢i monoid, 4

univerzalni kongruence, 40
uplna soustava reprezentanti, 11
uplny svaz, 19

uspofadani mnoziny, 18

uzaveér mnoziny, 38

uzaveérovy systém, 38

uzaviend podmnozina, 7

vektorovy podprostor, 7
vektorovy prostor, 2

vérnd reprezentace, 30

vérné ptsobeni na mnoziné, 30
vlastni délitel, 21

vlastni idedly, 10

zbytkové tiidy, 11

zleva invertibilni prvek, &
zleva inverzni prvek, &
zleva neutralni prvek, 2
zprava invertibilni prvek, &
zprava inverzni prvek, 3
zprava neutralni prvek, 2



